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Emlékezteto

A félév soran néhany, specialis alakl diffegyenlettel fogunk foglalkozni:
o
o
o
Qo
© masodrendii linearis
Q hianyos ma ezekkel foglalkozunk

@ lineéris diffegyenlet-rendszerek
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© Konstans variaciés médszer

© Hianyos masodrendii egyenletek

© Differencilegyenlet-rendszerek
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Konstans variaciés médszer

© Konstans variaciés médszer
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Konstans variaciés médszer

Konstans variacios modszer

Tekintsiink egy masodrendii linearis egyenletet:

y'+p(t)y +q(t)y = g(t) (1)

Cél: az (1) egyenlet egy partikularis megoldasanak eléallitasa
= konstans variaciés modszer

Megjegyzés:
@ A cél ugyanaz, mint prébafiiggvény-mddszernél

@ De ez altalanosabb, hiszen valtozé egyiitthatds esetben is miikodik és
nem kell g(t)-nek specialis alakiinak lennie

@ Ha lehet hasznalni prébafiiggvény-mddszert, az altaldban kénnyebben
szamolhaté
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Konstans variaciés médszer

Konstans variacios modszer

A modszer |épései:
O Allitsuk el (1) homogén részének altalanos megoldasat
yh = ciyi(t) + coyo(t) alakban

@ Helyettesitsiik a ¢, ¢ konstansokat ismeretlen ci(t), c(t)

fliggvényekkel, azaz a partikularis megoldast az alabbi alakban
keressiik:

Yp = c(t)yi(t) + ca(t)y2(t) (2)

© Hatdrozzuk meg az ismeretlen fiiggvények derivéltjait (ci(t), c5(t))
az alabbi egyenletrendszer megoldasaval:
a(t)y1(t) + ca(t)ya(t) = 0
c(t)yi(t) + ca(t)ys(t) = g(t)

Q ci(t), cj(t) integralasdval megkapjuk ci(t), co(t) fuggvényeket és
ezeket visszahelyettesitve y, partikularis megoldast is

(3)
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Konstans variaciés médszer

Konstans variaciés médszer: példa

Feladat
Hatarozzuk meg az alabbi egyenlet altalanos megoldasat (t > 0):
2 2
y' =2y Gy =2t (4)

ahol tudjuk, hogy a homogén egyenletet megoldja y1(t) = t és y»(t) = t2.

Megoldas:

@ A megadott y; és y» nem egymas konstansszorosai, igy fundamentalis
megoldasok, tehat (4) homogén részének altalanos megoldasa:

Yh=Ct+ Czt'2 (5)

@ A partikularis megoldast az alabbi alakban keressiik:

Vo = ci(t)t + () t? (6)
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Konstans variaciés médszer

Konstans variaciés médszer: példa

O Irjuk fel (3) egyenletrendszert c](t) és c5(t) meghatarozasara

c(t)-t+ch(t)-t? = (7)
ci(t) -1+ ch(t) -2t =2t (8)
Q Ekkor c](t) kifejezhetd (7)-bél: cf(t) = —ch(t)t
© Ezt (8)-ba beirva: —ch(t)t + c5(t) -2t =2t =  ch(t) =2
@ Ezt visszahelyettesitve cf(t)-re kapott képletbe: cf(t) = —2t.
@ Innen integralds utan kapjuk c1(t) és co(t) fuggvényeket:

t)gJ—2tdt=—t2, c2(t)gf2dt=2t
Vagyis a partikularis megoldas: y, = (—t?) -t + (2t) - t? = ¢3

lgy (4) 4ltaldnos megolddsa: y =y, + yp = a1t + ot? + t3
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Hidnyos masodrendii egyenletek

© Hianyos masodrendii egyenletek
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Hidnyos masodrendii egyenletek

Hianyos masodrendii differencialegyenletek

Egy masodrendii diffegyenlet altalanos alakja:

Fx,y,y',y") =0 (9)
valamilyen F fiiggvénnyel, ami biztosan fiigg y”-tél (kilénben (9) nem
lenne masodrendii), de x, y és y’ nem feltétleniil szerepel az egyenletben

Definicié (Hianyos egyenlet)

Egy masodrendii diffegyenlet hianyos, ha az x, y, y’ valtozék kéziil
legalabb az egyik hianyzik.

Nem tudunk tetszéleges (9) alaki diffegyenletet megoldani, de igen, ha:
Q y és y/ hidnyzik

@ y hianyzik

© x hidnyzik

Matematika A3
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1. eset: y és y’ hidnyzik

Megoldasi médszer:

Ha a diffegyenlet felirhaté y” = f(x) alakban, akkor a megoldasat az f(x)
fuggvény kétszeres integralasaval kozvetlenil megkapjuk

Feladat
Oldjuk meg az y” = 5 + sin(3x) diffegyenletet! J
Megoldas:
© EIs6 integralas:
y' = JS + sin(3x) dx = bx — cosg3x) +a (10)

@ Masodik integralas:

3 5 in(3
y—JSX—COSgX)+c1dX—2x2—smgX)+c1x+cz (11)

Matematika A3
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Hidnyos masodrendii egyenletek

2. eset: y hianyzik

Tekintsiink egy F(x,y’,y”) = 0 alak( diffegyenletet, azaz egy olyan
masodrendli egyenletet, amiben nem szerepel y

Megoldasi médszer:
@ Alkalmazzuk a p(x) = y'(x) helyettesitést
@ Ekkor y"(x) = p'(x)

© Ezzel a helyettesitéssel az eredeti masodrendii egyenletbdl egy p(x)-re
vonatkozé els6rendii differencialegyenletet kapunk

@ Miutan ezt megoldottuk, a p(x)-et integrélva kapjuk y figgvényt:

y = JP(X) dx
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Hidnyos masodrendii egyenletek

Mérnoki alkalmazas: kotélgorbe

Feladat (Kotélgorbe)

Milyen alakot vesz fel egy két pontban fel-
figgesztett, v fajsilyd, sajat salya alatt 16g6
kabel (pl. egy tavvezeték)?

Diffegyenlet felirasa:
o Legyen y(x) a kotél alakjat megadd gorbe
o Fizikai megfontoldsokbdl (statikai egyensily) levezethetd, hogy y(x)

fliggvényre teljesiil a kovetkezd Osszefliggés:

Y = VIR, (12)

ahol V egy konstans
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Hidnyos masodrendii egyenletek

Mérnoki alkalmazas: kotélgorbe

Megoldas:

Q Az el6z6 dian felirt (12) diffegyenlet masodrendii, de hidnyos: nem
szerepel benne y

@ Alkalmazzuk a p(x) = y/(x) helyettesitést: ekkor y” = p’, igy

" g / Y
= —4/1 N2 = = —+/1+p? 13
y =y Vit ) pl=yVitp (13)
© A kapott diffegyenlet egy elsérendii szeparabilis egyenlet

© Megoldasa soran az \/% = § T dx integrélegyenletet kapjuk

@ Integrélas utan: arsinh(p) = ¥x + c1, azaz p = sinh({x + c1)
@ lgy (12) 4ltalanos megoldasa:

_ oV, o
y = Jp(x) dx = 5 cosh( VX + cl) + o (14)
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Hidnyos masodrendii egyenletek

3. eset: x hidnyzik

Tekintsiink egy F(y,y’,y”) = 0 alaki diffegyenletet, azaz egy olyan
masodrendii egyenletet, amiben nem szerepel x

Megoldasi médszer:
Q Alkalmazzuk a p(y) = y’ helyettesitést (ahol p most y fliggvénye!)
@ A lancszabaly értelmében a masodik derivalt:
s _dply(x)) dp dy _dp
YT T Ty ax ay P
@ Ezt behelyettesitve egy elsérendii diffegyenletet kapunk p(y)-ra

© A p(y) meghatarozéasa utén az y' = p(y) szétvalaszthaté valtozéji
egyenletet kell még megoldanunk y-ra

Matematika A3
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Hidnyos masodrendii egyenletek

3. eset: x hidnyzik

Feladat
Hatarozzuk meg az alabbi diffegyenlet altaldnos megoldasat:

y-y"+ ()2 =0 (15)
Megoldas:

@ (15) hidnyos: nem szerepel benne x, igy az y' = p(y) helyettesitést
hasznaljuk, ekkor y” = p - %

@ lgy behelyettesités utan (15)-bdl az alabbi egyenlet adédik:

dp 2
R g | 16
yopg, P (16)
© Atrendezés utan (p # 0 esetén) azt kapjuk, hogy g—}’f = —e, ami egy

elsérendii szeparabilis diffegyenlet p(y)-ra
Megjegyzés: p = 0 esetbdl az y = ¢ konstans megoldasok adédnak
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3. eset: x hidnyzik

Megoldas (folytatas):

dp _ _p 4 , < dp _  (dy
Q A &=y dlffegyenlgt megoldasa sorén az 2 = § ;
integralegyenletet kapjuk
© Integralasok utan:
) =
Inp| =—Inly|+c, fgy ply)= n (17)

O Ezutdn y az y' = p(y) szeparabilis egyenlet megoldasaként adédik,
vagyis az y' = % diffegyenlet megoldasat keressik

@ Ennek megoldasa soran §ydy = (¢ dx integrélegyenletet kapjuk

© Integralasok utan: 5

}/7 =Cix+ o (18)

(amibdl y akar expliciten is kifejezhet)
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Differencialegyenlet-rendszerek

© Differencilegyenlet-rendszerek
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Differencialegyenlet-rendszerek

Mérnoki alkalmazas: épiiletek hétechnikai modellje

Szomszédos helyiségek hémérséklet

Hovesz-

Hovesz-
@ o s 7 teség g ThEan teség
Tegytik fel, hogy egy éplilet két szomszédos A7 B TE g A
szobdjanak hémérséklete x(t) és y(t). A szo- susnts || s
P o o ” 7 ” 7 t 0
bak a kozds belsd falon at hét cserélnek egy- e o
, i " , i . - 61 S‘acllas Hukacp:cllas
massal, a kiilsé falakon at pedig a kilvilaggal.

Mivel a rendszer (a kozos fal miatt) csatolt, a két szoba hémérséklete
csak egyszerre, egy elsorendii linearis egyenletrendszerrel irhaté le:
C1X/ + (kext,l + kint)X — kinty = f(t) (19)
Goy' — Kinex + (Kext,2 + kint)y = g(t), (20)
ahol
o (1, (,: a szobak hokapacitasa

4

@ Kint, Kext: a bels6 és kiilsé falak héatbocsatasi tényezdje

o f(t), g(t): afiitésbdl és a kiilsé hdmérsékletbél szarmazé hatasok
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Differencialegyenlet-rendszerek

Linearis differencidlegyenlet-rendszerek

Cél: Keresiink x(t), y(t) figgvényeket, melyek teljesitik az alabbi

egyenleteket:
alxl + bix + cly’ + diy = f(t) (21)

32X/ + box + C2y/ + d2y = g(t), (22)
ahol aj, b;, ¢, d; adott konstansok, f(t), g(t) adott fliggvények

Megoldasi médszer:
o A diffegyenlet-rendszert atalakitjuk két (legfeljebb) masodrendii
diffegyenletté
@ Ehhez a Cramer-szabalyt hasznaljuk

Emlékeztetd (Cramer-szabély, Matek A2)

Az Ax = b (ahol det A # 0) lineéris egyenletrendszer egyértelmi megolda-

sanak j-edik koordinataja: x; = %, ahol A; matrixot dgy kapjuk, hogy

az A matrixban a j-edik oszlopot kicseréljiik a b oszlopvektorral.
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Differencialegyenlet-rendszerek

Linearis differencidlegyenlet-rendszerek

Megoldas Iépései:
@ Bevezetjilk a D derivalasi operatort, ami egy fliggvényhez a derivaltjat
rendeli: Dx = x’, Dy =y’
@ Kiszdmoljuk az alabbi determinansokat:
aaD+ b1 gD+ dq
aD+ by oD+ d;
f(t) aD+ dq
g(t) oD+ do

bl

aaD+ by f(t)

’ 5: asD + by g(t)

o =

© Ha A # 0, akkor megoldjuk a Ax = «, Ay = 3 diffegyenleteket
O Az igy kapott x(t), y(t) megoldasokat visszahelyettesitjik (21), (22)
egyenletek valamelyikébe

@ lgy (példaul) az y(t) egyenletében szereplé konstansok kifejezheték
az x(t)-ben szereplé konstansokkal
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Linearis differencidlegyenlet-rendszerek: példa

Feladat

Adjuk meg az alabbi diffegyenlet-rendszer altalanos megoldasat:

2x' +y —4x —y =€t (23)
X'+ 3x 4y =0. (24)
Megoldas:
@ Feliras a D operatorral:

(2D —4)x + (D — 1)y = * (23)
(D+3)x + y=0 (24")

@ Kiszdmoljuk a rendszer determinansat:

2D—-4 D-1

A=

b3 1 | =@D=4)-1-(D-1)-(D+3)=

—(D*+1)#0

Matematika A3
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Differencialegyenlet-rendszerek

Linearis differencidlegyenlet-rendszerek: példa

© Ekkor az 4j diffegyenletek jobb oldalai:

““lo 1 |7
_ 2t
B = ‘2DD+; CO =—(D+ 3)e2t = —2e%t — 3%t = 5%t

@ Igy a megoldandé mésodrendii diffegyenletek:
—(D? + 1)x = €, azaz —x" — x = e,

—(D? + 1)y = —5e?t, azaz —y" —y = —5e?t
© Ezeket meg tudjuk oldani példaul probafiiggvény-modszerrel:
x(t) = cicost + cpsint — %th

y(t) = czcost + cgsint + et
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Differencialegyenlet-rendszerek

Linearis differencidlegyenlet-rendszerek: példa

@ Csak két szabad paraméter lehet, igy a kapott megoldasokat vissza
kell helyettesiteni az eredeti egyenletrendszer valamelyik egyenletébe,
pl. az x" + 3x + y = 0 egyenletbe (lasd (24)):

(*ClsiNtJrCzCOSt—%B%) +3(c1cost+c2sint—%,e'2()+

(C3cost+ csint —I—)e%) =0

@ Innensint-(—c; +3c+ ) +cost-(cx+3c; +¢c3)=0
@ Igy y-ra kapott kifejezésbeli konstansok kifejezhetdk:
c3 = —3c — o, g =c —30
@ Tehat a (23), (24) rendszer altalanos megoldasa:
x(t) =cicost+ cosint — %em

y(t) = —Bc + ) cost+ (c1 —3c)sint + et
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Osszefoglalas

Mit tanultunk ma?

@ Masodrendii linearis egyenletek partikularis megoldasa konstans
variaciés médszerrel: y, = c1(t)y1(t) + c2(t)ya(t)
@ Hianyos masodrendii egyenletek megoldasa:
e y és y’ hidnyzik = kétszeres integrals
e y hidnyzik = p(x) = y'(x) helyettesités
o x hidnyzik = p(y) =y’ helyettesités

© Differencialegyenlet-rendszerek:
a1x + bix + cry’ + diy = f(t)
ax + box + ooy’ + doy = g(t),
= Ax = qa, Ay =  megoldasa

Koszonom a figyelmet!
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