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Valészinliségi alapfogalmak

Valészinliségszamitas

A korilottink 1évo vildg tele van bizonytalan kimenetelli dolgokkal:

Természeti Pénziigyi Sport-
jelenségek

Id6jaras . .
) arfolyamok események

Cél: Ezeket jobban megérteni, matematikailag modellezni
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Valészinliségi alapfogalmak

Valészinliségszamitas

o Véletlen eseményeket tanulmanyozunk

o Végtelen sokszor, azonos koriilmények kozott megismételhetd
kisérletek

o Egyetlen kisérlet eredménye bizonytalan
@ Nagyon sok ismétlés esetén szabdlyossagok tapasztalhatdk

Példa: Feldobunk egy szabalyos dobdkockat

o Elbézetesen nem tudjuk, mi lesz az eredmény f= -
Vo g T
@ De ha sokszor feldobjuk, azt tapasztaljuk, hogy " *%e 0,
©
az egyes szamok relativ gyakorisadga 1/6 koriil ol
stabilizalédik \w

Cél: Megérteni a véletlen eseményeknél lathaté szabalyszeriiségeket
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Alapfogalmak

Definicié (Eseménytér és részei)
o Eseménytér (S): A kisérlet 6sszes lehetséges kimenetelének halmaza.
o Elemi események: A kisérlet lehetséges kimenetelei, azaz S elemei.

o Esemény: Az eseménytér egy részhalmaza.

Példak:
Kisérlet Eseménytér |Elemi esemény | Esemény
3 betonkockabol | {0, 1, 2, 3} pl. pontosan Legfeljebb 1 hibas:
a hibasak szama 1 hibas van A={0,1}
Hegesztési hibak [{0,1,2,...} |pl. 42 hiba Legalabb 50 hiba:
szama egy hidban A = {50,51,52,...}
Egy berendezés [0, 0) pl. 5 év Garancian kivil:
élettartama A=(2,)
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Valészinliségi alapfogalmak

Miveletek eseményekkel

Komplementer:

@ Az az esemény, amely pontosan akkor
kovetkezik be, ha az A nem

o Jelolés: A vagy A€

Unié vagy Osszeg:
o Legalabb az egyik esemény bekovetkezik
o Jelolés: AuBvagy A+ B

Metszet vagy szorzat:
o Mindkét esemény egyidejiileg bekovetkezik
o Jelolés: An Bvagy A-B
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Valészinliségi alapfogalmak

Miveletek eseményekkel

Kiilonbség: S
@ A bekovetkezik, de B nem «.b
o Jelolés: A\B

Egymast kizar6 események: S

o Egyidejlileg soha nem kovetkezhetnek be @

o Tehat An B =

Az A esemény maga utan vonja B eseményt: 5
o A bekovetkezése esetén B is bekovetkezik B @
o Jelolés: Ac B
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Események valdszinlisége

Definicié (Valdszinliség)
Ha egy kisérletet végtelen sokszor megismételhetiink és na-val jeldljik azon
kisérletek szamat, ahanyszor A esemény bekovetkezik n kisérletbdl, akkor 4

relativ gyakorisag egy szamhoz fog tartani, ezt nevezziitk A valGszinliségé-
nek, amit P(A)-val jeldlink.

Kolmogorov-féle axiomak:
Q@ 0 < P(E) <1 minden E eseményre
@ P(S) =1, ahol S az eseménytér (a biztos esemény valdszinlisége 1),
P(¥) = 0 (a lehetetlen esemény valésziniisége 0)

@ Ha Aj, Ay, ... egymast paronként kizar6é események (A; N Aj = ),
amik unidja A, azaz A= A; U Ay U ..., akkor A valészinlisége az
egyes valdsziniiségek osszege: P(A) = P(A1) + P(A2) + ...
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Valészinliségi alapfogalmak

A valészinliség alaptulajdonsagai

Komplementer esemény Monotonitas

S| Ha A < B, akkor S
P(AC) = 1-P(A) @ P(A) < P(B)

Szitaformula
P(Au B) =P(A) + P(B) P(AuBu C)=P(A) +P(B) +P(C)
—P(An B) —P(AnB)—P(AnC)—-P(Bn C)

S +P(AnBn () A S

CW9
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A valészinliség alaptulajdonsagai

Tétel (,,Kedvezd / dsszes™)

Ha egy kisérletnek véges sok kimenetele lehetés ezek mind azonos valé-
sziniiséggel kovetkeznek be, akkor egy E esemény valészinlisége:
E-beli elemi események szama

(5 = az Osszes elemi esemén Ama’ (1)
y szdma

v

Feladat (Vasbeton pillérek)

20 db el6regyartott vasbeton pillérbol 6 darab sériilt. Véletlenszeriien kiva-
lasztunk 3 pillért. Mi a valdszinlisége, hogy nincs kdztiik hibas?

Megoldas:
o Osszes eset: 20 pillérbdl 3-at valasztunk: (230) = 1140

o Kedvezo eset: 14 hibatlanbdl valasztunk 3-at: (134) = 364

o Igy a kérdezett valésziniiség: % ~ 0.32
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Feltételes valdsziniiség
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Feltételes valdsziniiség

Feltételes valdszinliség

Definicié (Feltételes valésziniiség)

Legyen B egy olyan esemény, melyre P(B) # 0. Az A eseménynek a B
eseményre vonatkozo feltételes valdsziniisége azt fejezi ki, hogy azon ese-
teknek amikor a B esemény bekovetkezik, hanyad részében kovetkezik be
az A esemény is.

o Jelolés: P(A|B)

o Képlet: P(A|B) = "2 A @ B!

Intuitiv jelentés: — moooooooooos

e Ha tudjuk, hogy B megtortént, akkor az eseményteriink (az dj
,O0sszes” esetiink) a B halmazra sziikil

@ Ezen a leszlikitett téren beliil keressiik azokat az eseteket, amikor A is
teljestl (az Gj , kedvez6” esetek), ami pont az An B
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Feltételes valdsziniiség

Feltételes valdszinliség: példa

Feladat (Vasbeton pillérek mindségellendrzése)

100 db vasbeton pillér koziil 20 olyan van, amin mikrorepedések vannak és
kozilitk 15 megbukik a teherbirasi teszten. Ha észrevesziink egy mikrorepe-
dést egy pilléren, mi a valészinlisége, hogy az megbukik a teszten?

Megoldas:
@ B esemény: a pillér mikrorepedéses

o A esemény: a pillér megbukik a teherbirasi teszten

o Ekkor: 5
P(An B) AR 15
P(AIB) =~ —/ _ 100 _ =~ _ g7
(A1) = —5g = B = 5 =075

Megjegyzés: A 100-zal valb osztas egyszeriisodik:
@ az (j "Osszes eset" csak a 20 db repedéses pillér
@ az U "kedvezd eset" csak az a 15 db, ami repedt és megbukik

Matematika A3 Valészinliségszamitas alapjai 2026. oktéber 19.



Feltételes valdsziniiség

Szorzasi szabaly

Tétel (Szorzasi szabaly)

Tetszoleges Ei, Ep, . .., E, események esetén a metszetiik valdszinlisége a
kovetkezoképpen szamolhaté:

P(ElﬂEgﬁ...ﬂEn) =P(E1)‘]P’(E2|E1)-P(E3‘E1 NEy)-...- (2)
P(Es|Ei ... A Enot).

Intuitiv jelentés: Hogyan torténik meg tobb dolog egyszerre?
@ El6szor meg kell torténnie Ej-nek
o Utana, feltételezve, hogy E; megtortént, be kell kdvetkeznie Ex-nek is
o Uténa, feltételezve, hogy E; és E» is megtortént, be kell kévetkeznie
Es-nak is... és igy tovabb

Klasszikus alkalmazas: visszatevés nélkiili mintavétel
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Feltételes valdsziniiség

Szorzasi szabaly: példa

Feladat (Uvegtablék ellendrzése)

Egy irodahaz épitéséhez 15 darab egyedi méretii homlokzati livegtabla érke-
zik. A szallitmanybdl 10 darab ép, 5 darabon viszont apré széllitasi karco-
lasok vannak. A miiszaki ellenér véletlenszeriien kivalaszt 3 tablat egymas
utan, visszatevés nélkal.

Mi a valésziniisége, hogy mind a harom megvizsgalt livegtabla ép lesz?
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Feltételes valdsziniiség

Szorzasi szabaly: példa

Megoldas:

o A; esemény: az j-edikként vizsgalt
ivegtébla ép (i =1, 2, 3)

o Ekkor a kérdés: P(A; n Az n A3)
= ezt szorzasi szaballyal hatdrozzuk meg:

© Annak valésziniisége, hogy az elsé ép: P(A;) = 12 = 2
@ Ha az elsé ép volt, 14 tabla maradt, amibél 9 ép, igy P(A>| A1) = =&
© Ha az elsd kettd ép volt, 13 tabla maradt, amibél 8 ép, igy

P(Ag ‘ Al M A2) = %

@ Vagyis a szorzasi szabaly alapjan:
IP)(A]_ N AN A3) = ]P)(Al) . ]P)(A2 |A1) -P(As3 ‘ A1 N Ar)
2 9 8 24

— . = — A Y
3 14 13 91 26.4%

Matematika A3
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Feltételes valdsziniiség

Teljes eseményrendszer

Definicié (Teljes eseményrendszer)
A Bi, By, ... események teljes eseményrendszert alkotnak, ha:
@ paronként kizarjak egymast: B; n B; = J minden i # j-re, és

@ az unidjuk a biztos esemény: By u B u ... =S.

@ Ez az eseménytér particidja
o Az eseménytér minden eleme pontosan
egy B;-ben van benne

p C
Példa: B
Tetszéleges B esemény esetén B és B¢ egy teljes
eseményrendszert alkot
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Feltételes valdsziniiség

Teljes valosziniiség tétele

Tétel (Teljes valésziniiség tétele)

Tegyiik fel, hogy a Bi, By, ... események teljes eseményrendszert alkotnak.
Ekkor tetszbleges A esemény valészfnﬁsége a kévetkezéképpen bonthato fel:

P(A) = P(A| By)-P(By)+P(A| By)-P - LR(AI6)P(B). (3)

Intuitiv jelentés:

o Az A esemény tobbféle médon (kiilonb6zd B;
esetekben) kovetkezhet be

@ Az A valésziniiségét megkaphatjuk ugy, hogy ‘.

megnézziitk A (feltételes) valoszinliségét a ”
kiildnb6zo esetekben, és ezeket silyozottan
osszeadjuk

o A silyok a kiilonb6zd esetek (B;) eléfordulasi esélyei
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Feltételes valdsziniiség

Teljes valosziniiség tétele: példa

Feladat (Betonminta)

Egy hidépitéshez hdrom betonkevers teleprol szallitjdk a betont. A teljes
mennyiség 50%-a az |. teleprél, 30%-a a Il. teleprél, 20%-a a Ill. teleprdl
érkezik. Tudjuk, hogy a gyenge nyomdszilardsagi (selejtes) keverék aranya
a telepeknél rendre 2%, 5% és 1%.

Mi a valdszinlisége, hogy az épitkezésen szlréprébaszeriien vett betonminta
selejtes lesz?

2%
selejt

. telep

0,
selseft) A: selejtes

betonminta

Il. telep

e W >
M. telep seIeJt
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Feltételes valdsziniiség

Teljes valosziniiség tétele: példa

A feladat adatai:

Megoldas:
@ B; esemény: a minta az i-edik teleprdl Telep  Ardny Selejt
szarmazik (i = 1, 2, 3) l. 50% 2%
e Bi, By, Bs teljes eseményrendszer . 30% 5%
o P(By) =05 P(B;) =03, P(Bs) =02 lIl.  20% 1%

@ A esemény: a vizsgalt minta selejtes
o A feltételes valdsziniiségek:
P(A|B) =0.02, P(A|B,)=0.05  P(A|Bs)=0.01
o Igy a teljes valésziniiség tétele alapjan:
P(A) = P(A|B1) - P(By) + P(A| B2) - P(Bz) + P(A| Bs) - P(Bs)
=0.02-05+4+0.05-0.3+0.01-0.2 =0.027

Tehat a minta 2.7% valdszinliséggel lesz selejtes
gg )
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Feltételes valdsziniiség

Bayes-tétel

Tétel (Bayes-tétel)
Tegylik fel, hogy a By, By, ... események teljes esemény-
rendszert alkotnak. Ekkor tetszbleges A eseményre és
minden k-ra érvényes a kovetkezé Osszefliggés:
P(Bk) - P(A] Bx)
P(Bx|A) = . 4
B4 = STr(8) - Par5) &
1

o A szamlalé P(A n By) " P(ANBY)
,, , e, gy (4) valdjaban a A
@ A nevezd (a teljes valdszinliség definfciét feiezi ki
tétele alapjan) éppen P(A) !

Megjegyzés: Bayes-tétel ,, megforditja” a gondolkodast
o Altaldban a megfigyelés valésziniiségét tudjuk az egyes esetekben

o A Bayes-tétel a megfigyelésbol kovetkeztet vissza az esetre
Matematika A3
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Bayes-tétel: példa

Feladat (Selejtes betonminta)

Térjink vissza az el6z6 feladathoz! A laboratériumi vizsgalat kimutatta,
hogy a kivalasztott betonminta valéban selejtes.
Mi a valésziniisége annak, hogy ez a hibas keverék a Il. teleprdl érkezett?

Megoldas:

2%

I. telep selejt

@ A: a minta selejtes Pecetie
bétonnlinta

@ B,: a minta a ll. teleprél szdrmazik oer
L, m 1%
o Kérdés: P(By|A) =7 il telep  selo
e Mar tudjuk: P(B,) = 0.3, P(A| By) = 0.05, P(A) = 0.027

lgy Bayes-tétel alapjan:
P(By)-P(A|By) 0.3-0.05
P(A) ~0.027

5
P(B, | A) = = 5~ 55.6%
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Fliggetlenség

9 Flggetlenség
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Fliggetlenség

Események fliggetlensége

Definicié (Paronkénti fuggetlenség)

Legyen A és B események, amelyekre 0 < P(B) < 1. Ekkor A és B fiigget-
lenek, ha P(A) = P(A| B) = P(A| B).

Megjegyzés: Ha P(B) = 0 vagy P(B) = 1, akkor A és B mindig fliggetlen

Intuitiv jelentés: Két esemény fliggetlen, ha az egyik bekovetkezése
semmilyen (j informaciot nem ad a masik bekévetkezésének esélyérdl

Tétel (Figgetlenség = szorzattd bonthatdsag)
Az A és B pontosan akkor fliggetlenek, ha P(A n B) = P(A) - P(B). J

Megjegyzés: Fliggetlen # egymast kizard
o Ha két esemény kizarja egymast (A n B = () és el6fordulhatnak,
akkor sosem fiiggetlenek
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Fliggetlenség

Tobb esemény fliggetlensége

Ha mar 3 (vagy tobb) eseményiink van, a figgetlenség fogalma
bonyolultabb3 valik:

Definicié (Teljes fuggetlenség)

Az A1, Ay, ..., A, események teljesen (egyiittesen) fiiggetlenek, ha az
események kozil barmely k darabot kivéalasztva (2 < k < n), a metszetik
valészinilisége megegyezik a valdszinliségeik szorzataval.

Megjegyzés: Ez er6sebb, mint a paronkénti fliggetlenség

Példa: 3 esemény (A, B, C) esetén 4 feltételnek kell egyszerre teljesiilnie:

Q P(An B) =P(A)-P(B) ronkénti
Q@ P(An C) =P(A) - P(C) fE;thllzisZg
@ P(Bn C) =P(B)-P(C)

Q@ P(AnBnC)=P(A)-P(B)-P(C)
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Fluggetlenség: példa

Feladat (Beton receptirak)

A jobb oldali tablazatban négy, Recept | Fagyalls | Szilard | Vizzéré
egyenl6 eséllyel valasztott beton- #1 Igen Igen Nem
receptira tulajdonsagai lathatéak. #2 Igen Nem Igen
Mit lehet mondani a vizsgélt tulaj- #3 Nem Igen Igen
donsagok figgetlenségérd|? #4 Nem Nem | Nem )
Megoldas:

o Jelolje A, B és C rendre azt az eseményt, hogy a beton fagyalld,
szilard, illetve vizzaré6 = P(A) = P(B) =P(C) = 2 =1

o Paronként: Csak az #1 recept fagyall6 és szilard
= P(An B) = =P(A)-P(B) = A, B fiiggetlenek
Hasonléan B, C és A, C is fuggetlenek

o Egyiittesen: P(An B C) =0+~P(A) - P(B)-P(C) = &

Konklazié: A 3 tulajdonsidg paronként fiiggetlen, de egyiittesen nem
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Osszefoglalas

Mit tanultunk ma?

O Klasszikus valdsziniiségi mez6
o Eseménytér, események, miiveletek
o Valészinliség fogalma, axidomak, alaptulajdonsagok

@ Feltételes valésziniiség: P(A| B) = g

o Szorzasi szabaly: P(EsnExn...n Ey) =[[,P(E|E1 ...

o Teljes valdsziniiség tétele: P(A) = Y. P(A|B;) - P(B))

o Bayes-tétel: P(B¢|A) = a7 iray

© Fuggetlenség: P(An B) =P(A) - P(B)

Koszonom a figyelmet!

N Ei—l)
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