Matematika A3 épitomérnokoknek 1. gyakorlat
Szeparabilis és els6rendii linearis inhomogén differencialegyenletek

Tudnivalék:
o Gyakorlatvezetd: Széke Marton
o ElérhetOségek: Teams: szoke.martonpeter@edu.bme.hu, email: szokemp@math.bme.hu

o Feladatsorok megolddsokkal a honlapon (math.bme.hu/~szokemp/matek a3)) és a targy Teams
csoportjaban

o Kovetelmények: 2 db 42 pontos ZH, amiken kiilon-kiilon 30%-ot kell elérni, 2 db 8 pontos HF,
osszesitve 40%-ot kell elérni

Szeparabilis differencialegyenletek
Szétvalaszthat6 (vagy szeparabilis) differencidlegyenlet dltaldnos alakja:

y' = f(x) 9(y), (1)
ahol g(y) # 0. Ekkor az egyenlet dltaldnos megoldédséit az aldbbi egyenlet megolddsabdl kaphatjuk:

[ 5= [ @ (2)

Ha g(yo) = 0 valamilyen yo-ra, akkor az (1)) egyenletnek a konstans y(x) = yo fiiggvény is megoldésa.

1. feladat Adjuk meg az y' = Y differencidlegyenlet altaldnos és egy partikularis megoldasat!
x

Megoldasvazlat Ez az egyenlet szétvilaszthaté egyenlet: (1) egyenlet jelléseivel most f(x) = %,
g(y) =y. A integralegyenletbdl In |y| = In|z| + ¢; adddik, ahol ¢; tetszdleges konstans, vagyis
y(x) = co - & valamilyen ¢y konstansra, ez a differencidlegyenlet dltaldnos megoldésa.

Partikularis megoldéast gy kapunk, ha rogzitiink egy co-t az altalanos megoldasban, pl. co =1
esetén adddoé partikuldris megoldas: y(x) = x.
2. feladat Adjuk meg az iy’ = e®*¥ differencialegyenlet dltaldnos megold4sat!
Megoldasvazlat i/ = e”-e¥ szétvalaszthatd egyenlet, aminek dltaldnos megolddséra a egyenletbol
az adédik, hogy —e™¥ = e + ¢, vagyis y(z) = —In(—e” + ¢).
3. feladat Adjuk meg az alibbi kezdetiérték-probléma megoldédsat!
/ ex

= ut+1 y(0) = —4

Y
Megoldasvazlat Az altaldnos megoldas ( alapjan):
iy +y=c"+ec (3)

A kezdetiérték-probléma megoldasat tgy kapjuk, hogy x = 0 esetén tudjuk, hogy y = —4, igy
ezeket a egyenletbe behelyettesitve ¢ = 3. Tehét a kezdetiérték-probléma megoldésa:

iy(@)? +y(x) =3+ ¢ (4)

Megjegyzés: Ebbél y(x) kifejezhetd, de nem sziikséges. El6fordulnak olyan differencidlegyenletek is,
ahol nem is lehet kifejezni y(x)-et, csak implicit képlet adhaté ra (mint (4))).

4. feladat Adjuk meg az aliabbi kezdetiérték-probléma megoldédsat!
y =y’sin(z),  y(0) =3
Megoldasvazlat Az dltalanos megoldas:

1
—— = —CosZx + ¢,

ahol a kezdeti értékbdl ¢ = —1. Tehét y(z) = —

cosx+1°


https://math.bme.hu/~szokemp/matek_a3.html

5. feladat Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat!

V=12 @#0,y#0)

Ty
Oldjuk meg a kezdetiérték-problémakat az alabbi esetekben:
(a) y(1) =2 (b) y(1) =3 () y(-1) = -3
Megoldasvazlat

(a) Az (1) egyenletben g(y) = %, igy g(2) = 0. Tehét az y(1) = 2 kezdeti feltétel esetén konstans
megoldast kapunk: y(z) = 2.

(b) A egyenlet bal oldaldn az yqiz =1+ y% fliggvényt integraljuk, aminek primitiv fiiggvénye

y+ 21n(y — 2). Tehat ekkor az altaldnos megoldés
y+2In(y —2)=lnz+ec (5)
Az y(1) = 3 kezdeti feltételbél ¢ = 3 adodik, azaz y(z) + 2In(y(z) — 2) =Ilnx + 3.

(¢) Az el6z8hoz hasonléan oldjuk meg ezt is, de az eldjelekre jobban kell figyelni. Integrdlds utdn
igazdbdl y + 2In |y — 2| = In|z| + ¢ adédik. A megadott kezdeti értékbdl latjuk, hogy most
x<0ésy—2<0, vagyis y+2In(2 — y) = In(—z) + ¢. Behelyettesitve az y(—1) = —3 feltételt,
¢ = —-3+2In(5), azaz a megoldas implicit alakban: y(z) 4+ 2In(2 —y(x)) = In(—z) — 34+ 21n(5).

6. feladat A rddium bomlédsa sordn a sugirzé anyag y(¢) mennyisége ardnyos az anyag csokkenésének
gyorsasagaval. Tudjuk, hogy a rddium felezési ideje 1600 év. A kiinduldsi anyag mennyiségének hany
szazaléka bomlik el 100 év alatt?

Segitség: —y' = Ay, ahol A az ardnyossdgi tényezd és y(1600) = $y(0).

Megoldasvazlat A —y’ = Ay differencidlegyenlet altaldnos megoldasa —Iny = At + c.
Csak a lebomlott anyag ardnyara vagyunk kivancsiak, igy feltehetjiik, hogy y(0) = 1 (azaz a felté-
teliink y(1600) = 1). Ha az y(0) = 1 feltételt behelyettesitjitk az dltalanos megolddsba, megkapjuk,

hogy ¢ = 0. Az y(1600) = 1 feltételbdl az is kijon, hogy A = {22, Tehdt —In(y(t)) = 153 - t. Ebbél

—In(y(100)) = %‘2 ~ 0.043, azaz y(100) =~ 0.958. Tehét a kiinduldsi anyag mennyiségének koriilbeliil

4.2%-a bomlik le 100 év alatt.

Homogén fokszamii egyenlet

v =1(%) (6)

T

alaki egyenlet v = ¥ helyettesitéssel u' = ! (“a);u alakra hozhaté, ami szétvalaszthaté differencial-
egyenlet. Ezt megoldva megkapjuk u-t, ahonnan y(z) = z - u(x).

7. feladat Adjuk meg az = + y — zy’ = 0 differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat!
y(x)

Segitség: alkalmazzuk az u(x) = =—— helyettesitést.
x

Megoldasvazlat Atalakitis utédn az egyenlet y' = 1+ Y azaz y = f(¥) az f(u) = 1+ u fiiggvényre.
Igy a behelyettesités utdn u(z)-re kapott differencidlegyenlet

Ez egy szétvalaszthat6 egyenlet, aminek dltaldnos megolddsa u(xz) = In|z| + ¢, amibél

y(z) =z -u(z) = lnlz| + czx.

8. feladat Adjuk meg az zer + y = z/ differencidlegyenlet 4ltalinos megoldasat!

Megoldasvazlat Az el6z6héz hasonld tipusid, de most f(u) = e + u, igy v’ = %, ahonnan

u(z) = —In(—In|z| —¢), gy y(z)=—zln(—Inlz| —c).



9. feladat Adjuk meg az alabbi kezdetiérték-probléma megoldasat!

ety vay=a®+y?  y(l) =2

Megoldasvazlat Atalakitds utan latszédik, hogy ez az egyenlet is az eléz6h6z hasonlé tipust, most
2
flu)=1+u? —u. Az v = =24 egyenletet megoldva atrendezés utén u(z) = 1 — ﬁ, igy az
dltaldnos megoldds y(z) = = — .
A kezdeti feltételbél ¢ = —1, vagyis y(x) = x —

R
Inz—1"

Els6rendii linearis differencialegyenletek

Egy elsorendii linearis differencidlegyenlet dltaldnos alakja

Y +p(z) -y =q@), (7)
ahol p, ¢ ismert, folytonos figgvények. A egyenlet altalanos megoldasat konstans variacios
modszerrel tudjuk megtalalni. Ez két 1épésbol all:

1. Homogén rész altalanos megoldasa:
y 4+ p(z) -y = 0 dtrendezés utédn (y = —p(x) - y) szétvéilaszthatd egyenletként megoldhato.
Legyen y; ennek a homogén egyenletnek az altalanos megoldésa.

2. Inhomogén egyenlet partikularis megoldasa:

Ha a homogén rész dltaldnos megoldasa y, = F(c,z), akkor az @ egyenletnek egy ¥, parti-
kuldris megoldésat megkaphatjuk y, = F(c(x),z) alakban. Ezt behelyettesitve egyenletbe,
megkapjuk ¢'(z) fiiggvényt. Innen c(z) integraldssal meghatdrozhaté, ebbél pedig y, is.

Ekkor az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldédsa y = yn + yp.

10. feladat Adjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenlet altaldnos megolddsat!
y —y=e" (8)

Megoldasvazlat Az egyenlet (7)) alakii p(x) = —1 és g(x) = e~ fiiggvényekkel. Igy konstans varidciés
modszerrel meg tudjuk oldani:

1. A homogén egyenlet vy — y = 0, vagyis atrendezés utdn az y' = y szétvilaszthaté egyenletet
kapjuk. Ennek az altaldnos megoldésa a kordbban tanultak alapjan y, = c - e”.

2. A inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat igy y, = c(z) - €” alakban keressiik (yj,-ban
a tetszOlegesen valaszthaté konstans c-t lecseréltiik egy ismeretlen c(z) fiiggvényre). Ezt az y,-
t visszahelyettesitjik egyenletbe. Szorzatderivalasi szabaly szerint vy, = c(x)e” + c(x)e?,
vagyis egyenletbe helyettesitésbol:

(c(z)e” + c(z)e®) — c(x)e® = e ",

1 T

azaz ' (z) = e~2%. Integrélds utdn c(z) = —1e™2* adédik, azaz y, = c(z) - e* = —3e ",
Tehat a inhomogén egyenlet altalanos megoldésa:
ylx) =yn+yp=c-e" — %e*I.
11. feladat Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet!
xy' = cosxz — 2y (9)
Megoldasvazlat
1. A homogén rész dtrendezés utan: y' = —% -y. Bz szétvélaszthatd, amibél y, = ¢ - 2.

2. A partikuldris megolddst y, = c(z) - 272 alakban keressiik. Visszahelyettesitve @ egyenletbe
d(z) =z - cosx.
Ebbél parcidlis integraldssal ¢(z) = x - sinx + cos z.

Vagyis az inhomogén egyenlet altaldnos megoldédsa

c . 1
y(x) =yn +yp = ;—I—(m-smx—i—cosx)-ﬁ.



12. feladat Adjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenlet altaldnos megolddsat!
y - L =22y 30 -2
x

Megoldasvazlat A homogén rész altaldnos megoldasa y, = cx. Az inhomogén egyenlet partikularis
2
megolddsét y, = c(z) - x alakban keresve c(z) = % + 3z — 21In|z| adddik, igy

3
y(z) =cx + % +32% — 2z 1n|x|.

13. feladat Adjuk meg az alabbi kezdetiérték-probléma megolddsat!

y —y=2te®, y0)=1

Megoldasvazlat El6zéekhez hasonld jeldléssel y, = cef, y, = c(t)e! = 2e*(t — 1), ahol c(t) fiigg-
vényt visszahelyettesités utan parcialis integraldssal tudtuk kiszamolni. Vagyis az inhomogén egyenlet
altalanos megoldésa

y(t) = ce’ + 2% (t — 1).

A kezdeti feltételbdl ¢ = 3 jon ki. Tehat a kezdetiérték-probléma megoldasa

y(t) = 3e’ + 20 (t — 1).

14. feladat Adjuk meg az alabbi kezdetiérték-probléma megoldasat ¢t > 0 esetén!
ty +2y=1t>—t+1, y(l):%

Megoldasvazlat y;, = ct~2, y, = (% - g + %) 2 = % — % 4 %

y(t) = ct=2 + % - % + % altaldanos megoldédsba a kezdeti feltételt behelyettesitve ¢ = 1—12, vagyis a
keresett fuggvény
(t)it*2+t2 t, 1
W=7 T 3"y

15. feladat Adjuk meg az y' — 2y = t2e?! differencidlegyenlet altaldnos megoldasat!

., 3. 2t
Megoldasvazlat y, = ce®, y, = =5~ azaz

t3 . th

3

y(t) = ce® +

16. feladat Adjuk meg az e (y' + y) = 1 differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat!

Megoldasvazlat
y(x) =ce™ +xe™®

17. feladat Adjuk meg az alabbi kezdetiérték-probléma megolddsat!

P
Py = 1)=3
y——y== y)

Megoldasvazlat Az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa
y(x) = cx® +Inx - 22
A kezdeti feltételbdl ¢ = 3, igy a keresett fiiggvény

y(r) = (3 +Inx) - 22



18. feladat Adjuk meg az ' — 322y = 622 differencidlegyenlet &ltaldnos megoldasat!
Megoldasvazlat Ezt az egyenletet mar kétféleképpen is meg tudjuk oldani:

3

o Linedris egyenletként: vy, = ce“;37yp = (—Qe*"”g) et = -2, igy y(z) = ce®™ — 2.

o Szétvalaszthatoként:
y =322 +y)

egy szétvilaszthato egyenlet, aminek a megoldasa kordbban tanultak alapjan In |2 +y| = 23 + ¢,
azaz y(z) = ce® — 2 (épp mint a méasik modszerrel).

19. feladat Adjuk meg a kévetkezd differencidlegyenlet dltaldnos megoldédsat!

2 1
/
Sy = - 0
e (z #0)
Megoldasvézlat yj, = cx 2, y, = (z —arctanz) - 172, igy y(z) = 5 + 1 — arctanz
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