Matematika A3 épitomérnokoknek 2. gyakorlat
Autoném és egzakt differencialegyenletek

Els6rendii linearis differenciidlegyenletek (ismétlés)

1. feladat Adjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet dltalanos megoldasét!
y’fg:x2+3zf2
x

Megoldasvazlat A homogén rész altaldnos megoldasa y, = cx. Az inhomogén egyenlet partikularis
2
megoldasét y, = c¢(x) - x alakban keresve c(x) = % + 3z — 21n |z| adédik, igy

3
y(r) = cx + % + 322 — 22 1n |z].

Autoném differencidlegyenletek, stabilitas

Az autoném differencidlegyenlet dltaldanos alakja:

v =fQ). (1)

Az egyensilyi helyzetek (vagy kritikus pontok) az f(y) = 0 egyenlet megoldasai.
Az egyensilyi helyzeteket osztélyozhatjuk stabilitds szempontjabol. Ehhez f(y) el6jelét kell megvizs-
galni. Az yo egyensilyi helyzet

o stabil, ha yo-t6l balra f pozitiv, yo-tol jobbra negativ,
o instabil, ha yy-tol balra f negativ, yo-t0l jobbra pozitiv,
o félig stabil egyébként.

Ezutdn az (1) differencidlegyenlet megolddsai vazlatosan abrdzolhaték. Egyrészt az egyensilyi helyze-
tek adjak az egyenlet konstans megoldasait. Masrészt az ezek kozotti megoldasgorbék monotonitésa
leolvashaté f el6jelébol.

Megjegyzés: Ahol f(y) # 0, ott (1) egy szétvalaszthaté differencidlegyenlet, gy az analitikus meg-

oldas is megadhato.

2. feladat Adjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet egyensilyi megoldasait és jellemezziik azokat
stabilitds szempontjabdl! Vazlatosan abrazoljuk a megoldasokat!

Megoldasvazlat Most f(y) = 3 —y, aminek az egyetlen gyoke a 3, igy az egyetlen egyensilyi helyzet
y = 3. Mivel f y < 3 esetén pozitiv és y > 3 esetén negativ, igy ez egy stabil egyenstlyi helyzet.
A véazlatos megoldasgorbék:

e az y = 3 egyensilyi helyzetben konstans megolddsgorbét kapunk (az 1. dbrdn pirossal),

e y>3esetén f(y) <0, igy itt csokkend megolddsgorbék vannak, amik rdsimulnak az egyensilyi
megoldasra (ezek koziil egy lathat6 az 1. dbrdn kékkel, a konstans megoldés felett),

e y < 3esetén f(y) > 0, igy itt névekvsé megolddsgorbék vannak, amik szintén rasimulnak az
egyensulyi megoldésra (ezek koziil is egy 1ldthat6 az 1. dbran kékkel, a konstans megoldas alatt).
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1. dbra. Az 3y’ = 3 — y differencidlegyenlet vazlatos megoldasgorbéi

3. feladat Adjuk meg a kovetkezo differencidlegyenlet egyensilyi megoldédsait és jellemezziik azokat
stabilitds szempontjdbél! Vézlatosan dbrazoljuk a megoldasokat!

Yy =yly—1)(y—2)

Megoldasvazlat A differencidlegyenlet jobb oldaldn 1év8 f(y) = y(y — 1)(y — 2) figgvény gyokei 0, 1
és 2. Az f fliggvény pozitiv 0 < y < 1 és 2 < y esetén és negativy < 0 és 1 <y < 2 esetén, igy a 0 és
a 2 instabil, az 1 stabil egyensiilyi helyzet.

A 2. dbran pirossal lathaték a konstans megoldasgorbék és kékkel egy-egy megoldasgorbe a koztes
intervallumokbol.

2. dbra. Az y' = y(y — 1)(y — 2) differencidlegyenlet vdzlatos megolddsgorbéi

Megjegyzés: Ahogy az abrakon is latszodik, a nem konstans megoldasgorbék oco-ben és —oo-ben
is mindig vagy rasimulnak egy konstans megolddsra vagy elszallnak oco-be (ez csak a legnagyobb
egyenstlyi helyzet felett lehetséges) vagy —oo-be (csak legkisebb egyensilyi helyzet alatt).

Egy egyensulyi helyzet pontosan akkor stabil, ha 4+oo-ben feliilrél és alulrdl is rasimulnak a meg-
oldasgorbék és pontosan akkor instabil, ha mindkét irdnyban eltdvolédnak tole a megoldasgérbék
~+o0-ben.



4. feladat Adjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenlet egyensilyi megoldasait és jellemezziik azokat
stabilitds szempontjabdl! Vazlatosan abrazoljuk a megoldasokat!

Y =y(e! = 1)

Megoldasvazlat Az egyetlen egyensilyi helyzet y = 0, ami félig stabil. Ez ad egy konstans megol-
dasgorbét. A t6bbi megoldasgdrbe monoton né. Lasd a 3. abréan.

3. dbra. Az y' = y(e¥ — 1) differencidlegyenlet vizlatos megolddsgorbéi

5. feladat Adjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet egyensilyi megoldasait és jellemezziik azokat
stabilitds szempontjdbél! Vézlatosan dbrazoljuk a megoldasokat!

y = (e = 1)(y-2)°

Megoldasvazlat Két egyensulyi helyzet van: a —1 stabil, a 2 instabil. A nem konstans megoldas-
gbrbék monoton nének y < —1 és y > 2 esetén, mig monoton csékkennek —1 < y < 2 esetén. Léasd
a 4. dbran.
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4. dbra. Az y' = (e¥*! — 1)(y — 2)3 differencidlegyenlet vdzlatos megoldasgorbéi



6. feladat Adjuk meg a kovetkezo differencidlegyenlet egyensilyi megoldédsait és jellemezziik azokat
stabilitas szempontjabol, tovabba véazlatosan abrazoljuk is a megoldasokat!

Y =02-y)ny

Megoldasvazlat A jobb oldalon 16v6 f(y) = (2 — y) Iny fuggvény gyokei y = 1 és y = 2. Mivel f
csak az (1,2) nyilt intervallumon pozitiv, {gy az y = 1 instabil, y = 2 pedig stabil.

Ennek megfeleléen a megoldasgorbék: y = 1-ben és y = 2-ben konstans, y > 2 és 0 < y < 1 esetén
csOkkendek, 1 < y < 2 esetén pedig novéek (y < 0 esetén Iny nem értelmezett). Az dbrénal arra kell
még figyelni, hogy amikor y kozelit 0-hoz, akkor a differencidlegyenletbél lathatd, hogy ' nem 0-hoz
tart (vagyis a gorbék nem rasimulnak a vizszintes tengelyre), hanem —oo-hez tart, vagyis fliggbleges
mennek neki a vizszintes tengelynek. Lasd az 5. abran.

\\

5. dbra. Az y' = (2 — y) Iny differencidlegyenlet vézlatos megolddsgorbéi

7. feladat Tekintsilk az ¢’ = y> —y? differencidlegyenletet! Hatarozzuk meg az egyensilyi helyzeteket
és ezek tipusat! Rajzoljunk le néhany jellemzé megoldasgorbét! Adjuk meg az analitikus megoldast
is!

Megoldasvazlat Az egyensilyi helyzetek y = 0 és y = 1. Ebbdl y = 0 félig stabil, y = 1 instabil.
A megoldasgorbék egyensulyi helyzetben konstansok, y < 0 és 0 < y < 1 esetén csokkenbek, 1 < y
esetén névekvoek. Lasd a 6. abran.

Az egyenlet az egyensiilyi helyzeteken kiviil szétvilaszthatoként megoldhatd. Az integralas tortekre
bontés segitségével végezheto el:

1 1 1

Y-y 2y-1) y-1 y 32

Ebbdl az altalanos megoldas példaul y > 1 esetén:

1
ln(y—l)—ln(y)+§=x+c.

Egzakt differencialegyenletek
Tekintsiik az alabbi differencidlegyenletet:

M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0. (2)
Ez pontosan akkor egzakt, ha M, N parcialis derivaltjai léteznek és folytonosak, illetve
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6. abra. Az 3y’ = y3 — y? differencidlegyenlet vazlatos megoldasgorbéi

Ekkor létezik F(z,y): R? — R potencidlfiiggvény, amire g—g =M, %—5 = N. Ezt az F(x,y) figgvényt
integralassal tudjuk meghatarozni:

Az M(z,y) fuiggvényt integraljuk x szerint. Ekkor még F-ben van egy ismeretlen, csak y-tol
fiiggd c(y) rész, amit %—Z = N azonossdghdl tudunk meghatérozni. (Hasonléan miikodik, ha N(z,y)-t
integraljuk y szerint, majd a csak z-t0l fliggb részt a g—i = M egyenletbdl szamoljuk ki.)

Ekkor (2) altaldnos megoldésa F(x,y) = ¢, ahol ¢ tetszéleges konstans.

Megjegyzés: A (2)-beli felirds ekvivalens az M (z,y) + N(z,y) -y’ = 0 alakkal.

8. feladat Adjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat!

zdy+yde =0 (4)

Megoldasvazlat A (4) egyenlet (2) alaki M (z,y) = y, N(z,y) = z fliggvényekkel. A (3) feltétel
teljesiil, hiszen
oM ON
2Ty, o
dy ox
Tehat (4) egzakt, igy az altaldnos megolddshoz az F(x,y) potencidlfiiggvényt kell kiszdmolni.
Tudjuk, hogy %—5 = M, {gy M(x,y) x szerinti integraldsabdl azt kapjuk, hogy F(z,y) = xy + c(y),
ahol c(y) egy csak y-tol fliggd tag. Azt is tudjuk, hogy %—Z = N, igy az F(z,y) = xy—+c(y) fliggvényt y
szerint derivilva N (z,y) = z fiiggvényt kell kapnunk. Az zy+c(y) fiiggvénynek az y szerinti derivéltja
x + ' (y), vagyis most ¢(y) = 0, igy ¢(y) = 0 valaszthaté.
Tehét F(xz,y) = zy és {gy (4) altaldnos megolddsa: zy = ¢, ahol ¢ tetszdlegesen valaszthatd
konstans.

9. feladat Adjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenlet altaldnos megoldasat!

2z —3y)dy + 2y — 3x)dz =0

Megoldasvazlat Most M(x,y) = 2y — 3z, N(x,y) = 22 — 3y. A (3) most is teljesiil, igy ez is egy
egzakt differencidlegyenlet. A ‘g—i = M azonossighdl tudjuk, hogy F(z,y) = 2zy — %xz + ¢(y) alaku.
Ezutan %—Z = N-bél kapjuk, hogy ¢/ (y) = —3y, azaz c(y) = —%yQ véalaszthato.

Tehét F(z,y) = 2zy — 3 (2% + y?) és az ltaldnos megoldas 2zy — 3 (22 + %) =c.



10. feladat Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet!

eVdx + (ze¥ +2y)dy =0

Megoldasvazlat Most M (z,y) = e¥, N(z,y) = xe¥ + 2y, igy %—J;IJ =e¥ = %—];7. Ekkor a potencidl-
fiiggvény:

Fay) = [ Ma,y)do = oo + c(y).
ahol ¢(y) tetszleges fliggvény. Mésrészt %—5 = N-bél tudjuk, hogy
ze¥ + ' (y) = xe¥ + 2y, azaz (az integraldsi konstanst 0-nak vélasztva) c(y) = y*
Igy az egyenlet ltalanos megoldasa ze¥ + y2 = c.
11. feladat Adjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenlet altaldnos megolddsat!

2z(sin(y) + 1) + 2% cos(y)y’ =0

Megoldasvazlat Ellendrizhetd, hogy az egyenlet egzakt. A potencialfiiggvény F(z,y) = 2%(1+siny),
fgy az altaldnos megoldas x2(1 + siny) = c.

12. feladat Adjuk meg a kévetkezd differencidlegyenlet dltaldnos megoldédsat!
2z cos(y) + (2y cos(y) — (z? + y?)sin(y)) ¥y’ =0
Megoldasvéazlat Ez is egzakt, az dltaldnos megoldds: (2% +y?) - cosy = c.

13. feladat Adjuk meg a differencidlegyenlet altalanos megolddsat!
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Megoldasvazlat Atrendezés utén:

3 2
—<;+y> dx+(g3—x> dy =0,

vagyis M (z,y) = —z—i —yés N(z,y) = Z—; — x. Ekkor %—]‘; = —%2 —-1= %—JZ, igy az egyenlet egzakt.
A hozzétartoz6 potencidlfiiggvény F(z,y) = % — xy, igy az altaldnos megoldas % —zy=c



