Matematika A3 épitomérnokoknek 3. gyakorlat
Allandé egyiitthatés masodrendii linearis differencialegyenletek

Allandé egyiitthatés méasodrendti linedris differencidlegyenlet dltaldnos alakja
ay” + by’ +cy = g(t), (1)
ahol a,b,c € R, a # 0, g(t) ismert folytonos fiiggvény. A megoldds menete két 1épésbél all:
1. az ay” + by’ + cy = 0 homogén egyenlet y;, altalanos megoldasdnak meghatdrozasa,
2. az (1) egyenlet egy y, partikuldris megolddsdnak meghatdrozésa.

Ezek utan (1) dltaldnos megoldasa: y = yp, + yp.

Homogén rész megoldasa

Tekintsiik az aldbbi homogén egyenletet:
ay” + by + cy = 0. (2)
A megolddsanak l1épései:
1. felirjuk a karakterisztikus egyenletet: a-72 +b-r +c =0,
2. megkeressiik a karakterisztikus egyenlet gyokeit: rq,ro,
3. meghatarozzuk az altalanos megoldést:

(i) Ha ry,re € R és 1y # ro, akkor y; = cie™? + coe™?t,
(ii) Ha 71,70 € R és r1 = rq, akkor yj, = c1e™t + cote™?,

ili) Ha 71,79 és ry = u + 1w (azaz ro = u — ), akkor y, = cr1e"" cos(vt) + coe™’ sin(vt).
iii) H R é ) j kk ut t ut sin (vt

1. feladat Adjuk meg az aldbbi differencidlegyenletek altalanos megoldasat!
(@) ¥ =2y +y=0
(b) ¥ =2y —y=0

(c) 2y — 6y +5y=0

Megoldasvazlat

(a) A karakterisztikus egyenlet r? — 2r + 1 = 0, igy a gyokok r; = ro = 1. Ez tehét (ii) eset, {gy
yn = ciet + cotel.

(b) A karakterisztikus egyenlet 72 — 2r — 1 = 0, aminek a gybkei 11 = 1 4+/2, 75 =1 — 2. Ez a
fenti (i) eset, igy az 4ltalanos megoldés y; = c eI TV 4 ¢ye(1=V2)1,

(¢) A karakterisztikus egyenlet gyokei ?’Tﬂ, ez (iil) eset u = %, v = % értékekkel, {gy az altalanos
1

megoldas: y, = C1e%t cos (%t> + C2e%t sin (Et)'



2. feladat Adjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémak megoldasat!
(a) " —4y =0, y(0) =3, y'(0) =2
(b) ¥ —y' —2y=0,y(0) =2, y'(0) =3

Megoldasvazlat

(a) A karakterisztikus egyenlet r2 — 4 = 0, gy a gyokok r; = 2,79 = —2. Ez tehat (i) eset, gy
yn = c12t + cpe 2.

Az y(0) = 3 kezdeti értéket behelyettesitve az dltaldnos megolddsba 3 = ¢; + ¢o adddik. Az
y'(0) = 2 kezdeti értékhez el8bb derivéljuk yj, fiiggvényt: y, = 2cie** —2coe™2!. Ebbe behelyet-
tesitve az y'(0) = 2 feltételt 2 = 2¢; — 2¢o adddik.

Tehat kaptunk cq-re és co-re egy egyenletrendszert:

3=c1+c
2= 261 — 262.
Ennek a megoldasa ¢; = 2, ¢, = 1, azaz a kezdetiérték-probléma megoldésa y = 2e% 4 e~ 2%,
(b) Az egyenlet ltalanos megolddsa: y; = c1e?® + coe ™. A kezdeti értékekbél ¢; = g, cy = % és igy

a keresett megoldés: y = %e% + %e_t.

Proébafiiggvény-modszer

Az (1) egyenlet egy y, partikuldris megolddsat szeretnénk meghatérozni. Ehhez akkor tudjuk hasznalni
a probafliggvény-mdédszert, ha

g(t) = e - (A, (t) cos(vt) + By (t) - sin(vt))
alaki valamilyen u,v € R-re és A,,, B, n-ed, illetve m-edfokd polinomra, azaz
An(t) = ant™ + n_1t" 1+ ..+ art + ag,

B (t) = bypt™ 4 by 1 t™ 4 byt + by

alakiak adott ag,...,an,bo, ... b, egylitthatokra.
Legyen s € {0,1,2} az u+ iv komplex szdm multiplicitdsa a homogén részhez tartozé karakterisz-
tikus egyenletben. Ekkor a partikuldris megoldést

yp = 1" e (Py(t) - cos(vt) + Qx(t) - sin(vt))
alakban keressiik, ahol k = max(n,m), Py, Qx pedig k-adfoki polinomok, azaz
Pi(t) = pet* + pe—1t" '+ .+ prt + po,

Qr(t) = qut* + g1 t* 4+ ..+ it + qo,

ahol az ismeretlen egyiitthatok az (1) egyenletbe valé visszahelyettesitésbél adédnak.

3. feladat Adott g(t) esetén milyen alakban keressiik a partikuldris megolddst? (Tegyiik fel, hogy
s =0 a példakban!)

Megoldasvazlat
(a) u=0,v=0, A,(t) =1+t B,(t) =0, {gy k = max(2,0) = 2, tehéat y, = pat + p1t + po.



(b) u=3,v=0, A,(t) =1 —t, By(t) =0, igy k = max(1,0) = 1, tehat y, = e3* - (p1t + po).
() u=-2,v=4, A,(t) =0, B,,(t) = 1, igy k = max(0,0) = 0, tehét

yp = e 2 - (pg cos(4t) + qo sin(4t)).
(d) u=1,v=2, Ay(t) =1, By (t) = 1+ 3, igy k = max(0,3) = 3, tehat

yp, =e'- ((p3t3 + pot? 4+ pit 4 po) cos(2t) + (g3t + got® + qit + qo) sin(2t)) )

4. feladat Tekintsiik az y” + ¢’ — 2y = 0 homogén differencidlegyenletet!
(a) Adjuk meg az egyenlet altaldnos megoldasat!
(b) Adjuk meg az y(0) = 0, y'(0) = 3 kezdeti értékekhez tartozé megolddst!
(¢) Adjuk meg a kovetkezd inhomogén differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat!

y"+y’—2y=e_t

Megoldasvazlat

(a) A karakterisztikus egyenlet: r2 +r —2 = 0. Ennek gyokei 1 és —2. Ez a homogén egyenleteknél
latott (i) eset, igy yn = cre? + coe™ 2.

(b) A kezdeti értékeket a kapott dltaldnos megoldédsba behelyettesitve ezeket az egyenleteket kapjuk:

0=c1+co,

3261 —202.

EbbSl ¢; =1, ¢5 = —1, igy y = e — e~ 2,

(c) Lattuk, hogy a homogén rész dltaldnos megoldasa yj, = crel + coe ™2t

Prébafiiggvény-modszerrel: g(t) = e™t és —1 nem gydke a karakterisztikus egyenletnek (azaz
s =0), {gy a probafiiggvény: y, = poe™".
Egyenletbe visszahelyettesitésbol pg = —%

Tehét az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa: y = cie’ + cpe™2 — Je™".

5. feladat Adjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet dltaldnos megoldédsat!

" _ 2y — 3y = —3te"

Megoldasvazlat A homogén egyenlet altaldnos megoldésa y, = cie™? + cpe®
Most g(t) = —3e™ !, azaz u + v = —1, ami egyszeres gyoke a karakterisztikus egyenletnek, igy
s = 1. Tehat a partikularis megoldést

yp =t (prite”" +poe™") = prte™" 4 pote”"
alakban keressiik. Ezt kétszer derivalva, majd az inhomogén egyenletbe visszahelyettesitve az adodik,
hogy
—8pite " + (2p1 — 4po)e "t = —3te L.
Vagyis (a te™* tagok egyutthatmbol) —8p1 = —3 és (az et egyiitthatdjabol) 2p; — 4py = 0. Ennek a
megoldasa: p; = 8, Py = 6.
Igy az inhomogén egyenlet altaldnos megolddsa y = cie™ + cae® + 3t2e 7 + St



6. feladat Adjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat!

y// 4 21// + y = 267t

Megoldasvazlat A karakterisztikus egyenletnek —1 kétszeres gyoke, igy yn = cre™t + cote ™",

Most g(t) = 2e™%, igy u + iv = —1, ami kétszeres gyok volt. Tehdt s = 2 és a partikuldris
megoldést y, = po - t?e~" alakban keressiik. Ezt kétszer derivdlva, majd az inhomogén egyenletbe
visszahelyettesitve pg = 1 adédik.

Vagyis az inhomogén egyenlet 4ltaldnos megoldasa: y = cie™t + cote™" + t2e L.

7. feladat Adjuk meg a kovetkezo differencidlegyenlet altalanos megoldasat!
y" — 2y’ + by = 2e! sin (2t)
Megoldasvazlat A homogén egyenlet dltaldnos megolddsa yj, = ciel cos(2t) + cael sin(2t).
A g(t) = 2e'sin (2t)-bél leolvashaté, hogy u + iv = 1 + 2i. Ez egyszeres gyoke a karakterisztikus

egyenletnek, azaz s = 1. Igy az 4ltaldnos megolddst yp = pote’ cos(2t) 4 gote’ sin(2t) alakban keressiik.
Ekkor

Yy, = poe’ cos(2t) + qoe” sin(2t) 4 (po + 2qo)te’ cos(2t) + (go — 2po)te’ sin(2t),
Yy = (2po + 4qo)e’ cos(2t) + (2qo — 4po)e’ sin(2t) + (4g0 — 3po)te’ cos(2t) + (—4po — 3qo)te’ sin(2t).

Ezeket az inhomogén egyenletbe visszahelyettesitve a tef cos(2t) tagok és a tef sin(2t) tagok kiesnek,
az e’ cos(2t) tagokbol go = 0 jon ki, mig az e’ sin(2t) tagok egyiitthat6ibol py = —3.
Tehat az inhomogén egyenlet dltalanos megoldésa: y = cie’ cos(2t) + coe’ sin(2t) — Jte! cos(2t).

8. feladat Adjuk meg az alabbi differencialegyenlet altaldnos megoldédsat!

y" +2y + 5y =e sint

Megoldasvéazlat Az y” + 2y’ 4+ 5y = 0 homogén egyenlethez tartoz6 karakterisztikus egyenlet gyokei:
r1=—1+2i, 7o = —1 — 24, igy az &ltaldnos megoldasa y;, = c1e™ cos(2t) + coe™ ! sin(2t).

Az inhomogén rész g(t) = e tsint, {gy probafiiggvény-moédszert hasznalva az inhomogén egyenlet
egy partikuldris megolddsat y, = poe~ ' cost + goe ' sint alakban keressiik (s = 0).

Az y, fiiggvényt kétszer derivilva, majd az inhomogén egyenletbe visszahelyettesitve az e~ cost
egyiitthat6ibol 3py = 0, igy po = 0. Masrészt e~!sint egyiitthatéibol 3qp = 1, igy qo = % Igy egy
partikuldris megoldés: y, = %e_t sint.

Ebbdl az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

Y =yn+yp=cre "cos(2t) + cae ' sin(2t) + e~ sint.

9. feladat
(a) Oldjuk meg az y"’ + 4y = 3sinz differencidlegyenletet!
(b) Adjuk meg az aldbbi kezdetiérték-probléma megolddsét!

Y +4y=2"+3z, y(0)=0, y(0)=2

Megoldasvazlat

(a) A karakterisztikus egyenlet 72 +4 = 0. A gyokok: r; = 2, ry = —2i. Igy a homogén rész
altaldnos megolddsa yj, = ¢ cos(2z) + ¢ sin(2x).
Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat prébafiiggvény-maddszerrel keressiik: g(z) =
3sinx és i nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek (azaz s = 0), {gy a prébafiiggvény:

Yp = Po COST + go SIN T.

Visszahelyettesités utan a sin z-es tagok egyiitthatoibél gg = 1, mig a cos z-es tagokbdl pg = 0.

Tehét az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa y = ¢; cos(2x) + ¢o sin(2x) + sin .



(b) A homogén rész dltalanos megolddsa most is yp = ¢1 cos(2x) + co sin(2x).

Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat y, = pex? + p1z + po alakban keressiik. Ezt

kétszer derivalva és az eredeti egyenletbe helyettesitve a py = %, p1 = % és pg = f% egyitthatok

adédnak. Tehat az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

N[
8
|
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y = c1c08(2x) + cosin(2x) + 1a® +

Az y(0) = 0 feltételbdl ¢; = &. Az y'(0) = 2 egyenletbdl c; = 3. Tehat a kezdetiérték-probléma

megoldasa:

oojut

y = 3 cos(2x) + 2 sin(2x) + 12?2 + 37— 3.

10. feladat Oldjuk meg az aldbbi kezdetiérték-problémat!
y' =3y +2y=2¢", y(0)=1, y(0)=2
Megoldasvazlat A karakterisztikus egyenlet gyokei 1 és 2, igy a homogén rész altalanos megoldasa

yn = cret + coe?t.
Az inhomogén rész g(t) = 2et. Mivel 1 gyoke a karakterisztikus egyenletnek, ezért most s = 1, azaz
a partikuldris megoldést y, = pote’ alakban keressiik. Ezt kétszer derivalva, majd visszahelyettesitve
az inhomogén egyenletbe az ¢! egyiitthat6ibol pg = —2. Igy y, = —2te!, vagyis az inhomogén egyenlet
altalanos megoldasa:
Y=Yn +yYp = crel + cpe®t — 2tel.

A kezdeti értékekbdl

1261+CQ,
2:Cl+26272.

fgy ¢1 = =2, c; = 3 és y = —2e! 4 32t — 2tet.



