Matematika A3 épitomérnokoknek 4. gyakorlat
Konstans variaciés modszer, hianyos masodrendii differenciadlegyenletek

Konstans variaciés modszer
Konstans varidcios modszerrel
v +pt)y +aq(t)y = g(t) (1)

alakd mésodrendl, linedris (akdr vdltozd egylitthatés) inhomogén differencidlegyenlet egy partikuléris
megoldasat tudjuk eloallitani, ahol g tetszoleges folytonos fliggvény.

A modszer 1épései:
1. Allitsuk el (1) homogén részének &ltaldnos megoldasét v, = c1y1(t) + caya(t) alakban.

2. Ekkor a partikuldris megoldast keressiik y, = C1(t)y1(t) + Ca(t)y2(t) alakban (azaz a homogén
egyenlet altaldnos megolddsiban a ci, co konstansokat ismeretlen Ci(t), Ca(t) fiiggvényekkel
helyettesitjiik).

3. Hatdrozzuk meg az ismeretlen fiiggvények derivaltjait (C}(t), C%(t)) az aldbbi egyenletrendszer
megoldasaval:
Cr()ya (1) + Co(t)ya(t) = 0,
Ci(Myi(t) + Co()ys(t) = g(t).

4. C1(t), C4(t) integralasdval megkapjuk Ci(t), Ca(t) fuggvényeket. Ezekkel felirjuk y, fiigvényt
és ekkor az (1) egyenlet altalanos megoldasa y = yp, + yp lesz.

Megjegyzés: A mobdszer ugyanarra vald, mint prébafiiggvény-médszer, de ez dltalanosabb, hiszen
valtoz6 egylitthatds esetben is miikodik és nem kell g(¢)-nek specidlis alakinak lennie. Viszont, ha
lehet hasznalni probafiiggvény-médszert, az altalaban kénnyebben szamolhaté.

1. feladat Keressiik meg az alabbi egyenlet partikularis megoldésat konstans varidciés modszerrel!

y//+y/ —2y — et

Megoldasvazlat A 3. gyakorlat 4. feladatdban lattuk, hogy a homogén rész altaldnos megoldasa
Yp = clet + CQe_Qt.

Tehét a partikularis megoldast y, = Cy(t)e’ + Ca(t)e™?" alakban keressiikk. A megoldandé egyenlet-
rendszer:

O (t)e' + Cy(t)e ™ =0,
Ci(t)e! — 205 (t)e ™ = e,
Ebbdl C{(t) = $e72t, C}(t) = —4e’, amibdl Cy(t) = —ge™ 2, Ca(t) = —5e', azaz y, = —Je "
Megjegyzés: A 3. gyakorlat 4. feladatdban ugyanezt kaptuk prébafiiggvény-mdédszerrel.

2. feladat Tekintsiik az aldbbi differencidlegyenletet!

2y —tt+2)y + (t+2y =2t t>0 (2)
Ellendrizziik le, hogy y1 = t és y2 = te' megoldésa (2) homogén részének! Adjuk meg az inhomogén
egyenlet dltaldnos megoldasat!

Megoldasvazlat y; és yo visszahelyettesitéssel ellendrizhet6. Mivel ezek nem egymés konstansszorosai
a homogén egyenlet altaldnos megoldésa: y, = cit + catel.

A (2) egyenletet el kell osztani t2-tel, hogy y” egyiitthatéja 1 legyen, igy g(t) = 2t. Igy a megol-
dandé egyenletrendszer:

Cit + Chte! =0,
C1 + Ch(e' +tet) = 2t.

Ebbél C] = —2, C) = 2e™*, amibdl C; = —2t, Cy = —2e7!, azaz y, = —2t* — 2t. Itt —2¢ beolvaszt-
haté cqt tagba, igy az inhomogén egyenlet altalanos megoldésa:

y=cit+ cotel — 22,



3. feladat Adjuk meg az alabbi egy partikularis megolddsat konstans varidciés modszerrel!

y" 4+ 2y +5y =e sint

Megoldasvazlat A 3. gyakorlat 8. feladatabol tudjuk, hogy a homogén rész altaldnos megoldésa:
yn = cre” ' cos(2t) + cae” ' sin(2t).
A konstans varidcidés modszer soran megoldandé egyenletrendszer:

Cy(t)e "t cos(2t) + Cy(t)e sin(2t) = 0,
C1(t)(—e " cos(2t) — 2e"sin(2t)) + Ch(t)(2eF cos(2t) — e 'sin(2t)) = e 'sint.

Ebbél Cf(t) = —sin? t cost, C}(t) = cos® tsint — 3 sin¢, amibél

Ci(t) = —%sin’t, Ca(t) = —% cos®t + L cost,

azaz Yy, = e~ ' (—%sin®tcos(2t) + (=3 cos®t + § cost) sin(2t)) = Le~'sint, ami megegyezik a 3. gya-

korlat 8. feladataban kapott megoldassal.
Hianyos masodrendii differencialegyenlet

Hidnyos mésodrendii differencidlegyenletrdl akkor beszéliink, ha z, y és 3’ koziil valamelyik (akér
egyszerre tobb) nem jelenik meg az egyenletben. Harom tipussal foglalkozunk részletesebben:

o Ha y és v/ is hidnyzik: v = f(z). Ekkor y = [ [ f(z) dz dz.

o Ha y hidnyzik: p(x) = y'(x) helyettesitéssel (y”(x) = p'(x)) egy elsbrendili egyenletet kapunk
p(z)-re. Ezt megoldva y = [ p(z) dx.

o Ha z hidnyzik: p(y) = ¢ helyettesitéssel (y” = 3—5 -p) egy elsbrend{i differencidlegyenletet kapunk
p(y)-ra. Ennek megolddsa utdn y' = p(y) elsérendi szétvilaszthaté egyenlet megolddsa y.

4. feladat Oldjuk meg az y"y — (y')? = 0 differencidlegyenletet az alabbi kezdeti értékek esetén!
(a) y(0) =0, '(0) =3 (b) y(0) =1,4'(0) =3 (c) y(0) =3, 4'(0) =3
Megoldasvéazlat p(y) = y’ helyettesités utén

dp 2
gy —02=0
dy p-y—p

egyenlet adédik. Ez szétvalaszthaté, altaldnos megoldasa p(y) = c-y. Igy y a % = cy szétvalaszthatd
egyenlet megoldasabdl adédik, vagyis y = c1e®2”.

(a) Az y(0) = 0 feltételbdl ¢; = 0, {gy viszont mdsik feltétel nem teljesiilhet, azaz nincs megoldas.
(b) Kezdeti feltételekbdl ¢; = 1, co = 3, azaz y = €3%.

(c) Kezdeti feltételekbdl ¢1 = 3, co = 1, azaz y = 3e”.

5. feladat Oldjuk meg az aldbbi kezdetiérték-problémat!

y' =12y, y(0)=0, ¥'(0)=0

Megoldasvazlat A p(y) =y’ helyettesités utdn a p - p’ = 12,/y szétvalaszthaté egyenletet kapjuk.
Ennek az altaldnos megoldésa p = +£1/16y3/2 + ¢. Kezdeti feltételekbél itt ¢ = 0. Igy y az v/ = +4y3/4
megolddsabdl adédik: y = 0 (ez teljesiti a kezdeti feltételeket) vagy y = (z + C)%, ahol az y(0) = 0
kezdeti feltételbsl C' = 0, igy y = z*.



6. feladat Oldjuk meg az aldbbi kezdetiérték-problémat!

" ==2t(y)?, y(0)=0, y(0)=-1

Megoldasvazlat A p(t) = y'(t) helycttcsitésscl p' = —2tp? szétvalaszthaté egyenletet kapjuk, aminek
az &ltalanos megoldédsa p(t) = . Az y'(0) = —1 kezdeti feltételbsl ¢ = 1.
Ezutan az eredeti egyenlet altalanos megoldésa integralassal szamolhato:

y_/t21—1dt_/2(1_it) + 2(1_71%) dt:%(ln(lft)fln(lth))JrC,

ahol az y(0) = 0 kezdeti feltételbél C' = 0. Tehdt a kezdetiérték-probléma megolddsa:

= 1[In(1 —¢) — In(1 + t)].

7. feladat Adjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenletek altalanos megoldasat!
(a) y" = e** + cos(3z)
(b) " =1+sinz

Megoldasvazlat Jobb oldalt kétszer integralva kapjuk a megoldasokat:
(a) y=1e** — $cos(3z) + 1z + 2

T

(b) yzg—sinx—i—clx—i—cz

8. feladat Adjuk meg az alabbi egyenlet altaldnos megoldasat!

y/
y' =>4+ zsinz
T

Megoldasvazlat A p(z) = y'(x) helyettesités utdn p-re elsérendii linedris egyenlet adédik:

p = Py rsina.
x

Ennek az §ltaldnos megolddsa konstans varidciés médszerrel: p(z) = ¢-x — cosx - . Ezt integralva

Yy = clm2 — xsinx — cosx + co.

9. feladat Adjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat!
(¥)? +2yy" =0

Megoldasvazlat A p(y) = 3 helyettesitéssel a kapott egyenlet p* + 2yp p’ = 0, ami atrendezve

p = 2’; , ami szétvilaszthaté. Ennek az dltalanos megolddsa p(y) =c-y~ 2 azaz y =c-y~ 3. Bz is

szétvalaszthatd, amit megoldva megkapjuk az eredeti egyenlet altaldnos megoldasat.

(M

2
gy =cC1x + Co.

10. feladat Adjuk meg az alabbi kezdetiérték-probléma megolddsat!
"=2y"y, y(0)=0, ¥ (0)=1
Megoldasvéazlat A p(y) = y’ helyettesités utan egy szétvilaszthatd egyenletet kapunk p(y)-ra, aminek

a megoldésa p(y) = y? +c. A kezdeti feltételeket hasznalva ¢ = 1. Az y' = y? + 1 szétvalaszthat6
egyenlet megolddsa y = tan(x + C), ahol az y(0) = 0 kezdeti feltételbdl C' = 0, azaz y = tan x.



11. feladat Adjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenlet altaldnos megolddsat!
4
y// + 2= y/ —
x

Megoldasvazlat A p(x) = y'(z) helyettesités utdn a differencidlegyenlet p’ + %p = x egy els6rendli
linearis differencidlegyenlet p-re. A homogén rész altalanos megoldasa p, = c¢-2z~*. Az inhomogén
2
egyenlet egy partikularis megolddsa megkaphat6 konstans variaciés modszerrel: ppare = %-. Tehdt
plr)=c-z7* + %2 Ezt integralva az eredeti egyenlet altalanos megoldasa:
3

Y :cla:_3+ % + co.

12. feladat Adjuk meg az alabbi kezdetiérték-probléma megolddsat!
y'—4y=0, y(0)=3, y'(0)=2

Megoldasvazlat Az egyenlet megoldhatd p(y) = vy’ helyettesitéssel. A helyettesités utdn kapott
N2

differencidlegyenlet y-ra: % = 2y? + ¢, ahol a kezdeti feltételekbdl ¢ = —16. A kapott egyenletet 3'-

re atrendezve y' = 24/y? — 8, ami szétvalaszthaté. Ennek a megolddsdhoz hasznaljuk az

1
/\/ﬁ du = arcosh(%) + C
nevezetes integralt. Ennek segitségével kapjuk, hogy
arcosh <y> =2z+C, azaz y = V8cosh(2z + C).
V8
Itt az y(0) = 3 feltételbsl C' = arcosh(%) = 1“72 Igy egyszertlisitések utdn azt kapjuk, hogy a
kezdetiérték-probléma megoldésa:

y = 2e* e 727

Egyszeriibben: Vegyiik észre, hogy a feladatban megadott differencidlegyenlet egy konstans egytitt-
hatés homogén masodrendii differencidlegyenlet és igy sokkal egyszertibben is megoldhat6 (lasd 3. gya-
korlat 2. feladat (a)).

13. feladat Adjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenlet altaldnos megolddsat!

zy" =3y +u
Megoldasvazlat A p(xz) = y'(x) helyettesités utdn p-re egy elsérendfi linedris differencidlegyenletet
kapunk (dtrendezés utén): p’ = %p + 1. Ennek az altaldnos megoldésa p = ca® — 5. Bzt integralva
kapjuk az eredeti egyenlet altaldnos megoldédsat:
=zt — x—z +c
y=a 4 2.

14. feladat Adjuk meg az alabbi kezdetiérték-probléma megoldasét!

/

y'=ye ™, y(0)=3 y(0)=-1
Megoldasvazlat A p(y) =y’ helyettesitéssel kapott szétvdlaszthatd egyenlet megolddsa
p(y) =—eY+ci

Ezutédn az y' = —e™¥ + ¢; egyenlet megint szétvalaszthaté, ahol az f _e%“_cl dy integralds az u = ¥
helyettesitéssel szamolhato. A kapott megoldas ez alapjan

1

—Injcie¥ — 1| = z + co.

C1
A kezdeti feltételekb6l ¢; = e 3—1 (ezt az y’ = —e~Y+c; egyenletbe helyettesitéssel érdemes szamolni)
és co = ﬁ Tehat

! In|(e® —1)eY — 1| =z + 5
e 3 —1 B e™3 -1’



