Matematika A3 épitomérnokoknek 5. gyakorlat
Linearis differencialegyenlet-rendszerek

Hidnyos méasodrendii differenciidlegyenletek (ismétlés)

1. feladat Adjuk meg a kovetkezo differencidlegyenlet altaldnos megoldasat!
(y')? +2yy" =0

Megoldésvézlat A p(y) = ¥ helyettesitéssel a kapott egyenlet p* + Qyp p’ = 0, ami atrendezve

p = 2[ , ami szétvalaszthaté. Ennek az dltaldnos megoldésa p(y) = c-y~2, azaz y = c-y~2. Ez is

szétvalaszthato, amit megoldva megkapjuk az eredeti egyenlet altalanos megoldasat.
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2. feladat Adjuk meg az alabbi kezdetiérték-probléma megoldasat!
=2y, y(0)=0, y(0)=1

Megoldasvazlat A p(y) = y’ helyettesités utdn egy szétvilaszthatd egyenletet kapunk p(y)-ra, aminek
a megoldasa p(y) = y% +c. A kezdeti feltételeket hasznilva ¢ = 1. Az y' = y? + 1 szétvdlaszthato
egyenlet megoldédsa y = tan(z + C'), ahol az y(0) = 0 kezdeti feltételbél C = 0, azaz y = tan z.

Linearis differencidlegyenlet-rendszerek

Keresiink x(t), y(t) fiiggvényeket, melyek teljesitik az aldbbi egyenleteket:
a1z’ + bz + 1y + diy = f(t) (1)
a2z’ 4 bow + c2y’ + day = g(2), (2)

ahol a;, b;, ¢;, d; adott konstansok, f(t), g(t) adott fliggvények.
Bevezetjiikk a D derivalasi operdtort, ami egy fiiggvényhez a derivaltjat rendeli. Azaz Dx = 2/,
Dy = 3/. Ennek segitségével kiszdmolhatjuk az aldbbi determinénsokat:

aiD+b aD+d;
asD +by oD +ds|’

_|f(t) eaD+dy
- g(t) 62D+d2 ’

ﬂ: a2D+b2 g(t) ’

a1D + b f(t)‘

Ezutdn megoldjuk a Az = a, Ay =  differencidlegyenleteket. Az igy kapott x(t), y(t) meg-
oldasokban szerepelnek kiilonbo6zé vélaszthaté konstansok. Ezek kozul példaul az y(t) egyenletében
szerepld konstansok kifejezhetSk az x(t)-ben szerepld konstansokkal, ha visszahelyettesitjiik a megol-
désokat (1), (2) egyenletek valamelyikébe. Igy kapjuk meg a rendszer altalanos megoldasat.

3. feladat Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémat!

2¢ =y +y, y =22 +2z,  x(0)=1, y(0) = -2

Megoldasvazlat A fenti jeloléseket hasznalva A = —4D—2, o = § = 0. Igy a megoldandé egyenletek

(—1-gyel szorzés utan) 4z’ + 2z = 0 és 4y’ + 2y = 0. Ebbél z(t) = C, - e~ 2%, y(t) = Cy -

A 22’ =y + y egyenletbe helyettesitésbdl Co = —2C. A kezdeti értékekbdl C; = 1. Igy z(t) = e~ 2t
1

és y(t) = —2e 2",

4. feladat Oldjuk meg az 2’ = y + 2!, y' = z differencidlegyenlet-rendszert!

Megoldasvazlat Most A = D2 — 1, o = 2¢%t, § = e2t. Igy a megoldandé egyenletek

' — =2, y' —y=ce

Ebbdl z(t) = Cre’ + Cae™ + 22, y(t) = Cse’ + C4e*t 2e?". Az y' =z egyenletbe helyettesitésbdl
C3 = C4, Cy = —C5. Tehat x( ) = Cre! + Cae™" + 2e*, y( ) = Cre! — Cae™" + Le?.



5. feladat Oldjuk meg az o’ + = + 9y’ + 2y = ¢!, 2’ + 2z + ' + 4y = 0 differencidlegyenlet-rendszert!
Megoldasvazlat Most A = D, a = 5et, 3 = —3et. Igy a megoldandé egyenletek 2/ = 5et, v/ = —3et.
Ebbél x(t) = be! + C1, y(t) = —3e' + Co. Az 2’ + 22 + 3y + 4y = 0 egyenletbe helyettesitésbdl
02 = —%Cl. Tehat 1‘(t) = 5et + 01, y(t) = —3et — %Cl
6. feladat Oldjuk meg az aldbbi kezdetiérték-feladatot!

x' =3z — 2y, y' =2z — 2y, z(0) =1, y(0) = -1
Megoldasvazlat A megolddsok: z(t) = —e™t + 22!, y(t) = —2e~! + 2.
7. feladat Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenlet-rendszert!
¥ +a=y, 20 = —y' —y

Megoldasvazlat A megoldéasok:

x(t) = Cle(_2+‘/§)t + Cge(_Q_\/g)t7
y(t) = (=1 4+ V3)C1eT2HVE _ (1 4 \/3)Coe "2 V3,



