Matematika A3 épitomérnokoknek 6. gyakorlat
Kombinatorika, a klasszikus valészintiségi modell

Kombinatorika
Ismétlés nélkiili Ismétléses

n elemet hanyféleképpen lehet
. ., | mkiilonbozd elemet hanyféleképpen sorba rendezni, ha ezek koziil

Permutacié . .

lehet sorba rendezni: P, = n! k1, ko, ..., ks egyforma:

P(khkz,m,ks) _ n!
n T kilkols k!

n killonbzé elembdl hényféleképpen | 7 KilonbozG elembdl hanyféleképpen

Kombinécié lehet k darabot kivalasztani: lehet & danrabot“kllvala/sztam, ha egy
ok — ! (n) elemet tobbszor is valaszthatunk:

n = Elin—k)! — \k Cksism — (n+k—1)
n = k

n, kiilonbozd elembdl hanyféleképpen | ™ Kilonbdzd elembdl hényféleképpen
sy ! . lehet k darabot kivalasztani, ha a

Varidcié lehet k darabot kivalasztani, SR e

ha a sorrend is szamit: VF — —nl sorrend is szamit és egy elemet

©om (k)P t5bbszér is valaszthatunk: VEism = pk

1. feladat Egy épitémérnok hallgatonak 6 targybdl kell vizsgaznia a félév végén. Hanyféle sorrendben
tudhatja le a 6 targyat? Es hany kiilonb6z6 sorrendben lehetnek a vizsgai, ha tudjuk, hogy az egyik
targybol haromszor is elment vizsgazni, mig a mésik 5 targybdl csak egyszer-egyszer?

Megoldasvazlat Az els6 esetben ismétlés nélkiili permutaciét haszndlva 6!. A maéasodik esetben
ismétléses permutaciéval % = 6720.

2. feladat A DIFFERENCIALECYENLET sz6 bettiinek osszekeverésével hany kiilonboz6 (nem fel-
tétlentil értelmes) 20 betiis sz6 készitheté? Es a VALOSZINUSEGSZAMITAS sz6b6l?

Megoldasvazlat A DIFFERENCIALEGYENLET esetén a betiik kozott van 2 db I, 2 db F, 5 db E,
2 db N és 2 db L (a maradék 7 betii egyszer szerepel). Igy a lehetséges sorrendek szama (ismétléses
permutaciéval): 2%;.

A maésodik esetben a betiik kozott van 4 darab S, 2 darab Z, 2 darab I és 2 darab A (a t6bbi betii

, . 2112 s ez !
egyszer szerepel), igy ismétléses permutédciéval: %.

3. feladat 10 kilonb6z6 izt fagylalt koziil hanyféleképpen valaszthatunk 3 gombodcot gy, hogy kii-
16nbozé fajtdkat vdlasztunk? Héanyféle lehetdségiink van, ha tolcsérbe kérjiik (vagyis szédmit, hogy
melyik van legalul, kozépen és feliil)? Es ha egy izt akér tobbszor is valaszthatunk?

Megoldasvazlat Az els6 esetben 10 kiillonbozébdl kell valasztani 3 kiillonb6z6t, {gy a lehetGségek
széma (%)) (ismétlés nélkiili kombindcio).
Tolesérnél szamit a sorrend, gy ekkor a lehetdségek szdma: 10 -9 - 8 (ismétlés nélkiili varidcid).
Ha egy izt tobbszor is valaszthatunk, akkor az elsé esetben a lehetOségek szama ismétléses kombi-
néciéval szamolhato: (10+33_1) = (132), mig tolesér esetén ismétléses varidcioval: 103.
4. feladat Hény olyan haromjegyili szdm van, melynek jegyei névekv6 sorrendben kovetik egymast?
Es hany olyan van, amelynek jegyei csokkend sorrendben kavetik egymést?

Megoldasvazlat Egy novekvd jegyl szdmban 0 nem szerepelhet. A maradék 9 szamjegybdl akarhogy

vélasztunk 3-at, abbél pontosan egy megfeleld haromjegy(i szam készithets. Igy ismétlés nélkiili
kombindaciéval a megfelel6 haromjegyli szamok szama: (g)

Csokkené jegyek esetén az el6zével ellentétben a 0-t is hasznalhatjuk. Viszont itt is igaz, hogy
akarhogy valasztunk a 10 szamjegybol 3 kiilénbo6z6t, azokbdl pontosan egy megfelelé haromjegyt

szam készithetS. Vagyis ezek szama: ().



5. feladat A Matek A3 els§ zarthelyire a hallgatok olyan jol felkésziiltek, hogy mindenki elérte a 40%-
ot. 2 darab kettes, 4 darab harmas, 5 darab négyes és 8 darab 6t6s dolgozat sziiletett. Hanyféleképpen
lehet kivalasztani 5 hallgatét agy, hogy a jegyeik kozott szerepeljen mind a négy osztélyzat?

Megoldasvazlat 5 hely van, mind a négy osztalyzatnak szerepelnie kell, igy valamelyikhez 2 hallgato
tartozik. Az egyes esetek paronként kizarjdk egymadst, ezért a hozzajuk tartozé lehetdségek szadmét

Osszeadjuk:
2 4 5 8
4.5. .9.5. .9.4. .9.4.5.
<2> 5 8+<2> 5 8+<2) s+(2) 5

Masképp: Eldszor kivalasztunk mindegyik jegybdl egy-egy hallgatot, majd a maradék 15-bél még
egyet, viszont ekkor minden megfelel kivalasztast pontosan kétszer szamoltunk, igy kett&vel még el
kell osztani:

2-4.5-8-15- 3.

Megjegyzés: A masodik megoldasban erésen hasznaljuk, hogy az egyszertien ad6dé 2-4-5-8-15
valasztés esetén minden megoldast pontosan kétszer szdmoltunk. Vegyiik észre, hogy ha példaul 5
helyett 6 hallgatot szeretnénk kivalasztani a fenti feltételekkel, akkor ez a mdédszer mar nem miikédne:
2-4-5-8-15-14-ként szamolva lennének olyan esetek, amiket 6-szor szamoltunk és olyanok is, amiket
8-szor.

6. feladat Egy masik tanszéken véletlenszerlien osztdlyoznak, csak azt hatdrozzdk meg eldre, hogy
a kiillonbo6zé osztalyzatokbdl hany darabnak kell sziiletnie. Hanyféleképpen alakulhatnak a hallgatok
jegyei egy 20 {6s csoportban, ha minden érdemjegyhez 4-4 hallgatét szeretnének kivalasztani?
Megoldasvazlat (240) . (146) . (142) . (2)
7. feladat 12 konyvbdl 5 matematikaval, 2 statikaval, 3 hidraulikdval és 2 geodéziaval foglalkozik.
Hanyféleképpen lehet a konyveket elhelyezni a konyvespolcon, ha azt szeretnénk, hogy az azonos
témaval foglalkoz6 konyvek egymés mellé keriiljenek?

Megoldasvazlat A témdakon belil ismétlés nélkiili permutécioval szamolhaté a sorrendek szdma,
példaul a matekkonyveket 5!-féleképpen rendezhetjiik. Ezektdl fliggetleniil a témakat is ismétlés nélkiili
permutaciéval rakhatjuk sorba 4!-féleképpen. Tehat osszesen 5! -2 - 3!- 2 - 4! lehetséges sorrend van.

8. feladat A Palibacsi 6t és a Vésarhelyi Klub kilenc tagja koziil szeretnénk egy kozos pultot kialaki-
tani a BME Egyetemi Napokra, ahol 3 Palibécsis és 4 Vasarhelyi Klubos tag legyen. Hanyféleképpen
alakithaté ki a kozos pult, ha a Klubosok kézott van 2 személy, akik nem hajlanddéak egy pultban
dolgozni?

Megoldasvazlat A Palibacsis tagokat (g)-féleképpen valaszthatjuk, mig a Klubosokat ((Z) — (;))-
féleképpen (hiszen pontosan (;) lehetGség nem jo, azaz ennyi olyan valasztas van, amiben benne lenne

az a két személy, akik nem hajlandék egyiitt dolgozni). Tehat a pultot (3) - ((3) — (5))-féleképpen
alakithatjuk ki.

Valészintiségszamitas alapjai

Véletlen kisérletek eredményét vizsgaljuk. Lehetséges kimeneteleket elemi eseményeknek nevezziik,
ezek Osszessége az eseménytér (S). Az eseménytér tetszdleges részhalmazét eseménynek nevezzik.

Példaul kockadobdsnél az elemi események (a dobds lehetséges eredményei): 1, 2, 3, 4, 5, 6. Az
eseménytér: S = {1, 2, 3,4, 5, 6}. Események példdul, hogy péarost dobunk: A = {2, 4, 6} vagy
legfeljebb 2-t dobunk: B = {1, 2}.

Miveletek eseményekkel:
« Komplementer (A®): A nem kévetkezik be o Kiilonbség (A\ B): A bekévetkezik, B nem
o Unib (AUB): legaldbb az egyik bekovetkezik o Egymast kizaré események: AN B = ()
o Metszet (AN B): mindkettd bekovetkezik

A valészinliség alaptulajdonsagai: Az A esemény valdszinliségét P(A)-val jeloljik. Minden A
eseményre 0 < P(A4) < 1, tovdbbd P(S) = 1 (ahol S az eseménytér) és P(0) = 0.



« Komplementer valésziniisége: P(A%) =1 — P(A)

o Egymast kizar6 események uniéja: ha AN B = (), akkor P(AU B) = P(A) + P(B)
(tobb egymést kizdrd eseményre is altaldnosithato)

o Szitaformula: P(AU B) =P(A) + P(B) — P(AN B), illetve 3 eseményre:
P(AUBUC)=PA)+P(B)+P(C)-P(ANB)-PANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

o Klasszikus valésziniliségi modell: Ha az S eseménytér véges, és minden elemi esemény azo-
nos valészintiiségii, akkor

|A|  kedvez esetek szdma

P(A)

S| Osszes eset szama

9. feladat Az egyetemistak 28%-a kavézik, 7%-a tedzik, 5%-a pedig kavézik és tedzik.
(a) Hény szdzalékuk nem kévézik és nem is tedzik?

(b) Hény szdzalékuk tedzik, de nem kavézik?

Megoldasvazlat Legyen K az az esemény, hogy egy véletleniil vdlasztott egyetemista kavézik és T
az az esemény, hogy tedzik. Ekkor

(a) Komplementer esemény valdszinliségét és a szitaformuldt hasznalva:

1-P(KUT)=1-(0.28+0.07 — 0.05) = 0.7.

(b) P(T\ K) = 0.07 — 0.05 = 0.02

10. feladat Két dobozba 7 golydt tesziink, véletlenszeriien. Mi a valdszintisége, hogy mindkét doboz-
ban lesz goly6?

Megoldasvazlat Osszesen 27 elemi esemény van, ebbél 2 esetben nincs mindkettében golyd, igy a

keresett valdszintiség: 1 — 2%

11. feladat Az A urnaban 4 zold és 8 fehér, a B urnaban 2 zold és 3 fehér golyé talalhaté. Ha egy-egy
golyot kivesziink a két urnabol, mi a valdsziniisége, hogy kiilonbozé szintiek lesznek?
Megoldasvazlat Osszes esemény szdma 12 -5 = 60. J6 események szdma 4 -3 + 8 - 2 = 28, azaz a
valoszintliség % = %

12. feladat Ha két kockat feldobunk, mi a valésziniisége, hogy a két dobas eltérése legfeljebb 27

Megoldasvazlat Osszesen 36 elemi esemény van. Ebbél 12 esetben lesz a kiilonbség nagyobb, mint 2.
Igy a valdszinliség %

13. feladat Az 1-t6l 1000-ig terjedd egész szdmok koziil taldlomra kivdlasztunk egyet. Mi a valdszi-
nilisége, hogy a szdm 3-mal vagy 5-tel oszthatd?
Megoldasvazlat

/. 333
e 3-mal oszthatd: 1000

e 5-tel oszthatd: %

« 3-mal vagy 5-tel oszthato: 3334200-66 — 467,

14. feladat Mennyi a valdszinlisége, hogy az 6toslottén pontosan két talalatunk lesz?

Megoldasvazlat Osszesen (950)—féleképpen lehet kivalasztani az 5 szamot. Ebbol (g)—féleképpen le-
het kivélasztani, hogy melyik kettét talaltuk el és (%7)-féleképpen, hogy melyik 3-at nem. Tehat a
val6szintiség:

5\ (85

(2) ) (3) )



15. feladat Anna, Béla, Cecil, Dezs6 és Emese véletlenszertien sorba dllnak. Mennyi a valdsziniisége,
hogy

(a) Anna és Béla egymdas mellett all?
(

b) pontosan egy ember lesz Anna és Béla kozott?

)
(c) pontosan két ember lesz Anna és Béla kozott?
)

(d) pontosan hirom ember lesz Anna és Béla kozott?

Megoldasvazlat Osszesen 5! = 120-féleképpen tudnak sorba &llni.
24 2 472 P .z . ’ P )
(a) Annét és Bélat egy emberként kezelve a jo sorrendek szdma 4! - 2, igy a val6szinfiség .

(b) 3-féleképpen tudjuk kivalasztani, hogy ki all kozottiik és ettdl fuggetlentl 2-féleképpen, hogy
Anna és Béla koziil ki all elorébb. Ekkor Annat, Bélat és az altaluk kozrefogott embert egy
egységként kezelve 3! lehetséges sorrend van. Igy a megfeleld sorrendek szdma: 3 -2 - 3! = 36 és
a valészinfiség 35 = 3.

Masképp: ha Anna a sor kozepén all, akkor Bélanak a sor valamelyik szélén kell allnia, ez
2 lehet6ség. Ha Anna nem kézépen all, akkor Bélanak pontosan 1 megfelel6 helye van, ez 4
lehetéség. Ezt a 2 + 4 = 6 lehetdséget kell szorozni 3!-sal, hiszen a masik 3 ember ennyiféle

sorrendben &allhat. Ebbdl a valdsziniiség hasonléan szamolhato.

(¢) Most 3-2 = 6-féleképpen tudjuk kivalasztani, hogy kik alljanak Anna és Béla kozott (a sorrendet
is figyelembe véve). Anna és Béla tovdbbra is kétféleképpen dllhat és most egy 2 szorz6 van még
amiatt, hogy a négyfés blokk az elsé négy vagy az utols6é négy helyet foglalja el. Igy a megfelelé

sorrendek szama: 6 -2 -2 = 24 és a valOszinliség: % = %

Masképp: Anna nem &allhat kozépen, minden més esetben Béla helye egyértelmii, igy 6k 4-
féleképpen helyezkedhetnek, amihez 4 - 3! megfelel§ sorrend tartozik. Ebbdl a valészintiség ha-
sonlbéan szamolhaté.

(d) Ekkor Anna és Béla a sor két szélén 4ll (kétféle lehetséges sorrendben) és a kozottiik 1év6 3 ember
12 1

3! kiilénb6zd sorrendben allhat. Igy a sorrendek széama: 2 - 3! = 12, a valdszinfiség: 50 = 1o

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ha Gsszeadjuk a 4 részfeladatban kapott valészintiséget, akkor 1-et
kapunk: % + 1% + % + %0 = 1. Ez nem véletlen, hiszen a fenti 4 egymast kizaro esettel lefedtiik a teljes

eseményteret, vagyis a valdszintiségeiket Osszeadva a teljes eseménytér valdszinliségét kapjuk.

16. feladat Két férfi és harom né véletlen sorrendben leiil egy padra. Mi a valdszintisége, hogy nemek
szerint felvaltva iilnek?

£ 32l 1
Megoldasvazlat =& = 5.

17. feladat Hatszor dobunk egy szabalyos dobdkockaval. Mennyi a valdsziniisége, hogy mind a hat
szam eldjon?

Megoldasvazlat Osszesen 6° elemi esemény van. Ebbél 6! olyan, aminél mindegyik szdm eldjon,
tehat St
66

18. feladat Legaldbb hdny szabdlyos pénzérmét kell feldobni ahhoz, hogy 90%-nal nagyobb esély
legyen arra, hogy lesz koztiik fej?

Megoldasvazlat Ha n db érmét dobunk fel, akkor annak a valdsziniisége, hogy van koztiik fej: 1— 2%
(komplementer eseményt szimolva). Tehdt azt a legkisebb n egész szdmot keressiik, amire 1— 2% > 0.9.
Atrendezve n > log,(10), vagyis n > 4.



