Matematika A4 - Valésziniliségszamitas 1. gyakorlat
Kombinatorika, a klasszikus valészintiségi modell

Tudnivaldk:
o Gyakorlatvezetd: Széke Marton
o ElérhetOségek: Teams: szoke.martonpeter@edu.bme.hu, email: szokemp@math.bme.hu

o Feladatsorok megolddsokkal a Teams csoportban, a fajlok kozott a ,Marci gyak” mappédban,
illetve a math.bme.hu/~szokemp/matek a4 oldalon

o Kovetelmények: 2 ZH, amiken kiilon-kiilon legaldbb 40%-t kell elérni

Kombinatorika
Ismétlés nélkiili Ismétléses

n elemet hanyféleképpen lehet
. .. | mkiilonb6z6 elemet hanyféleképpen sorba rendezni, ha ezek koziil

Permutacié . .

lehet sorba rendezni: P, = n! k1,ka, ..., ks egyforma:

P(k1,]€2,...,k5) _ n!
n = Frlkal k!

n kiilléonb6z6 elembdl hanyféleképpen

n kiilonbgz0 elembdl hanyf€leképpen lehet k& darabot kivalasztani, ha egy

lehet k& darabot kivdlasztani:
Kombinaci6 ene k ara ,?! tva aiz ant elemet tobbszor is valaszthatunk:
Cn = El-(n—k)! (k) Ckism _ (n+k—1
n - ( k )

n kiilonbozé elembdl hanyféleképpen | ™ Kilonbdzd elembdl hinyféleképpen

Varidcio lehet k darabot kivilasztani, lehet k darabot kivilasztani, ha a
nl sorrend is szamit és egy elemet

ha a sorrend is szamit: VF = 2 _ .. . i
m (k)| t8bbszor is valaszthatunk: VEism = pk

1. feladat Egy villamosmérnok hallgaténak 6 targybol kell vizsgaznia a félév végén. Hényféle sor-
rendben tudhatja le a 6 targyat? Es hany kiilonb6z6 sorrendben lehetnek a vizsgai, ha tudjuk, hogy
az egyik targybdl haromszor is elment vizsgazni, mig a masik 5 targybdl csak egyszer-egyszer?

Megoldasvazlat Az elsé esetben ismétlés nélkiili permutaciét haszndlva 6!. A masodik esetben
ismétléses permutaciéval % = 6720.

2. feladat Az ENERGIAVALSAG’ sz6 betliinek Osszekeverésével hany kiilonbéz8 (nem feltétleniil
értelmes) 13 betiis sz6 készitheté? Es a VALOSZINUSEGSZAMITAS sz6b6l hédny 20 betiis?

Megoldasvazlat Az elsé esetben van 2-2 darab A, E, G és 1-1 darab A, I, L, N, R, S, V, igy #3}'2,
A mésodik esetben a betiik kozott van 4 darab S, 2 darab Z, 2 darab I és 2 darab A (a t6bbi beti

egyszer szerepel), {gy ismétléses permutédciéval: #02"21

3. feladat 10 kilonboz6 iz fagylalt koziil hanyféleképpen valaszthatunk 3 gombdcot gy, hogy kii-

16nbo6z8 fajtdkat vdlasztunk? Héanyféle lehetdségiink van, ha tolesérbe kérjiik (vagyis szémit, hogy

melyik van legalul, kozépen és felil)? Es ha egy izt akdr tobbszor is valaszthatunk?

Megoldasvazlat Az els6 esetben 10 kiillonbozébdl kell valasztani 3 kiillonbo6z6t, igy a lehet&ségek
szama (') (ismétlés nélkiili kombindci).
Tolesérnél szadmit a sorrend, {gy ekkor a lehetdségek szdma: 10 -9 - 8 (ismétlés nélkiili varidcid).
Ha egy izt t6bbszor is valaszthatunk, akkor az elsé esetben a lehetOségek szama ismétléses kombi-

nacioval szamolhato: (10+3371) = (132), mig tolesér esetén ismétléses varidciéval: 103.


https://math.bme.hu/~szokemp/matek_a4.html

4. feladat A Matek A4 elsd zarthelyire a hallgatok olyan jol felkésziiltek, hogy mindenki elérte a 40%-
ot. 2 darab kettes, 4 darab harmas, 5 darab négyes és 8 darab 6t6s dolgozat sziiletett. Hanyféleképpen
lehet kivalasztani 5 hallgatét agy, hogy a jegyeik kozott szerepeljen mind a négy osztélyzat?

Megoldasvazlat 5 hely van, mind a 4 jegy képviselve kell legyen, igy valamelyikhez 2 hallgaté tartozik.
Ezek egymastol fiiggetlen lehetdségek, igy kiilon-kiilon 6sszeadddnak:

C)easess () 2sse (3 2ase (B) 2

Masképpen: el6szor kivalasztunk mindegyik jegybdl egy-egy hallgatét, majd a maradék 15-b6l még
egyet, viszont ekkor a sorrend miatt kettovel még el kell osztani:

2-4.5-8-15- 3.

Megjegyzés: A masodik megoldasban er6sen hasznaljuk, hogy az egyszertien adédo 2-4-5-8-15
valasztas esetén minden megoldast pontosan kétszer szamoltunk. Vegyiik észre, hogy ha példaul 5
helyett 6 hallgatot szeretnénk kivalasztani a fenti feltételekkel, akkor ez a mdédszer mar nem miitkédne:
2-4-5-8-15-14-ként szamolva lennének olyan esetek, amiket 4-szer szamoltunk és olyanok is, amiket
6-szor.

5. feladat Egy masik tanszéken véletlenszeriien osztalyoznak, csak azt hatdrozzak meg elére, hogy
a kiillonbo6zé osztalyzatokbdl hany darabnak kell sziiletnie. Hanyféleképpen alakulhatnak a hallgatok
jegyei egy 20 {6s csoportban, ha minden érdemjegyhez 4-4 hallgatét szeretnének kivalasztani?

Megoldasvazlat (%)) - () - (7)) - ()

A klasszikus valdsziniiségi modell

Véletlen kisérletek eredményét vizsgaljuk. Lehetséges kimeneteleket elemi eseményeknek nevezziik,
ezek Osszessége az eseménytér. Az eseménytér tetszéleges részhalmazat eseménynek nevezzik.

Példaul kockadobdsnél az elemi események (a dobds lehetséges eredményei): 1, 2, 3, 4, 5, 6. Az
eseménytér: {1,2,3,4,5,6}. Események példdul: A = {pérost dobunk}, B = {a dobés 1 vagy 2}.
Alapfogalmak:

o A és B esemény egymas komplementere, ha biztosan az egyik kovetkezik be, jel: B = A = AC.

o Eaz A és B uniéja (vagy 0sszege), ha E pontosan akkor kévetkezik be, ha A és B koziil legaldabb
az egyik: E=A+ B =AUB.

o« F az A és B metszete (vagy szorzata), ha F pontosan akkor kovetkezik be, ha A és B is
bekovetkezik: FF=A-B = AN B.

e G az A és B kiilonbsége, ha G pontosan akkor kévetkezik be, ha A bekévetkezik, de B nem:
G=A-B=A\B.

o A és B egymast kizaré események, ha egyszerre soha nem kovetkeznek be.
¢ A maga utan vonja B eseményt, ha A bekévetkezése esetén B is bekovetkezik: A C B.

Ha egy kisérletet végtelen sokszor megismételhetiink és n 4-val jeloljiilk azon kisérletek szamat,
ahdnyszor A esemény bekovetkezik n kisérletbdl, akkor =2 egy szdmhoz fog tartani, ezt nevezzik A
valészintiségének, P(A)-val jeloljik.

A valésziniliség axiomai, alaptulajdonsagai

e 0<P(A) <1 minden A eseményre

o P(S) =1, P(0) =0, ahol S az eseménytér

e HoA=A1+ -+ Ap+... és A;-A; = ) minden ¢ # j-re, akkor P(A) = P(A1)+---+P(Ax)+. ..

o P(AY) =1-P(A)



o P(A)<P(B),ha ACB
« P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
e« P(LAUBUC)=P(A)+PB)+PC)-PANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

o Ha egy kisérletnek véges sok kimenetele lehet és ezek mind azonos valészintiséggel kovetkeznek
be, akkor egy A esemény valdszintlisége:

P(A) = A-beli elemi események szdma

az Osszes elemi esemény szama

6. feladat Két dobozba 7 golydt tesziink, véletlenszeriien. Mi a valdszinlisége, hogy mindkét dobozban
lesz goly6?

Megoldasvazlat Osszesen 27 elemi esemény van, ebbél 2 esetben nincs mindkettében golyé, igy a
keresett valszintiség: 1 — 2.

7. feladat Egy dobozban van 7 zdld és 4 fehér golyé. Visszatevés nélkiil kivesziink harmat. Mi a
valésziniisége, hogy az els6 kettd zold és a harmadik fehér lesz?

Megoldasvazlat

O W~

7 6

11 10
8. feladat Az A illetve B urndk 4 zold és 8 fehér illetve 2 z6ld és 3 fehér goly6t tartalmaznak. Ha
egy-egy golyét kivesziink a két urnabdl, mi a valdszintisége, hogy kiilonb6z6 szintiek lesznek?

Megoldasvazlat Osszes esemény szdma 12 -5 = 60. Jé események szdma 4 -3 + 8 -2 = 28, azaz a
valészinfiség 28 = .
9. feladat Ha két kockat feldobunk, mi a valdszintisége, hogy a két dobéas eltérése legfeljebb 27

Megoldasvazlat Osszesen 36 elemi esemény van. Ebbél 12 esetben lesz a kiilonbség nagyobb, mint 2.
Igy a valdsziniiség %

10. feladat Ot ember, nevezziik Sket A, B, C, D, E-nek, véletlenszertien leiil egy padra. Mi a valészi-
niisége, hogy A balra iil B-tél és B balra il C-t61?

Megoldasvazlat Osszes lehetéség: 5! = 120. A, B, C sorrendje ismert. D, E hozzdjuk képest 4

helyen tlhet. Ebb6l kettSt (ismétléses kombindcidval) (3) = 10-féleképpen lehet kivalasztani. D és E
sorrendje miatt mindegyik vélasztdshoz 2 elemi esemény tartozik. Igy a valoszinfiség: % = %.

Megjegyzés: A kérdezett valészinliség tgy is ldthatd, hogy ha észrevessziik, hogy D és E helyét
tetszoOlegesen rogzitve 6 kiillonb6z6 sorrendben tud leiilni a masik 3 ember, de ezek koziil pontosan egy
esetén iilnek ,,j6” sorrendben. Vagyis az 6sszes sorrend koziil is pontosan minden hatodik sorrend lesz

77j()”'

11. feladat Az 1-t6l 1000-ig terjedd szamok koziil taldlomra kivalasztunk egyet. Mi a valdszintlisége,
hogy a szdm 3-mal vagy 5-tel oszthatd?

Megoldasvazlat

/. 333
o 3-mal oszthatd: 3500

4. 200
o 5-tel oszthaté: 1000

333+200—-66 __ 467

e 3-mal vagy 5-tel oszthato: 500 = 1955

12. feladat Ot ember, nevezziik 8ket A, B, C, D, E-nek, véletlenszertien leiil egy padra. Mi a valészi-
niisége, hogy A és B egymas mellé il?

Megoldasvazlat A-t és B-t egy emberként kezelve a j6 leiilések szama 4! - 2, igy a valdszinliség %
13. feladat Két férfi és harom né il egy padon. Mi a valdszinilisége, hogy nemek szerint felvaltva
iilnek?

Megoldasvazlat %,2' =1

10°
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