Matematika A4 - Valésziniliségszamitas 2. gyakorlat
Feltételes valdszintliség, szorzasi szabaly, teljes valdoszintliség tétele, Bayes-
tétel, fiiggetlenség

Feltételes val6szintliség

Ha B olyan esemény, melyre P(B) # 0, akkor A esemény B eseményre vonatkozé feltételes valdszi-
niisége azt fejezi ki, hogy azon eseteknek, amikor B bekdvetkezik héanyad részében kovetkezik be A
esemény is:

P(ANB
plaj) = 5 . )
Szorzasi szabaly:
P(EyNE;N---NE,) =P(E) -P(EEy) -P(Es|EyNEy) -+ -P(E,|Er NN Ep_q).
Teljes valésziniliségi tétel: Legyen Bj, Bo, ... teljes eseményrendszer (azaz barmely kettd metszete

tires és lefedik a teljes eseményteret). Ekkor

P(A) =P(A|B1) - P(B1) + P(A|Bz) - P(B2) + P(A|Bs) - P(B3) + . ..

Bayes-tétel: Legyen Bi, Bs, ... teljes eseményrendszer. Ekkor

_ P(By)-P(A|By)
P(Bg|A) = ZP(kBl) -P(A|;i)'

Itt P(Bg|A) a poszterior valdsziniiség, P(A|By) a likelihood, P(By) pedig a prior val6sziniiség.

1. feladat Feldobtunk harom kockat. Feltéve, hogy a dobott szamok Gsszege 15, mi a valdszintlisége,
hogy van koztiik hatos?

Megoldasvazlat Legyen A = {dobtunk 6-ost}, B = {az 6sszeg 15}. Ekkor

10 9 9
— PANB)=—, i P(A|B) = —
o PANB) = &y B(AB)

P(B) = =

2. feladat Egyszerre feldobunk két szabdlyos dobodkockat. Mennyi a valdszintisége, hogy dobtunk
kettest? Es mennyi a valosziniisége, hogy dobtunk kettest, feltéve, hogy a két dobott szam osszege
hat?
Megoldasvazlat Legyen A az az esemény, hogy dobtunk kettest, B pedig, hogy a két dobott szam
osszege hat! Ekkor a feltétel nélkiil a valészintiség: P(A) = 4.

A feltételes esetben (1) egyenlet alapjan szamolhatunk. Osszesen 5 olyan elemi esemény van,
amikor az 6sszeg hat, ebbol 2 olyan, amikor volt kozte kettes, igy a feltételes valoszintiség:

(ANB) 2/36 2
P(B) ~ 5/36 5

P(A|B) = ©

Megjegyzés: Ahogy itt is latszodik, feltételes valdszinliséget gy is szamolhatunk, hogy megnézziink,
hogy hény elemi esemény esik bele a B feltételbe (a fenti példdban 5) és ezek koziil hany esik bele
az A eseménybe is (a fenti példdban 2). Ekkor a feltételes valdszintiség ezek hanyadosédval egyenld.

3. feladat Egy bizonyos orszigban sziiletettek 89%-a éri meg a 60 éves kort és 57%-a éri meg a 80
évet. Mi a valdszinlisége, hogy egy 60 éves ember megéri a 80 évet?

Megoldésvazlat Legyen A, illetve B az az esemény, hogy valaki megéri a 60, illetve a 80 évet. Ekkor

P(A) = 0.89, P(B) = 0.57. Tudjuk, hogy B C A (azaz AN B = B), igy P(B|A) = 5} ~ 0.64.



4. feladat Az ikrek lehetnek egy- illetve kétpetéjiiek. Altaldban az ikrek egyharmada egypetéjt,
Ok természetesen egynemiek; a kétpetéjii ikreknél tegyiik fel, hogy mindharom lehetéség egyenld
valésziniiséggel all fenn. Mindezek alapjan mi a valdszinilisége, hogy egy sziiletendd ikerpar mindkét
tagja fia?

Megoldasvazlat Definidljuk az alabbi eseményeket:
A = {egy ikerpar egypetéjli}, B = {egy ikerpdr kétpetéjli}, C = {egy ikerpdr mindkét tagja fin}.

Ekkor P(A) = 1, P(B) = 2, P(C|A) = 1, P(C|B) = ;. Teljes val6szinliség tétele szerint

3

P(C) = P(C|A) - P(A) + P(C|B) - P(B) = 118

5. feladat A zsebemben hirom pénzérme van. Egy koztiik olyan, mellyel 0.5 valdszintiséggel, a két

masikkal 0.6 — 0.6 valoszintiséggel dobok fejet. Taldlomra kiveszem az egyik pénzérmét és haromszor
feldobom.

(a) Mi a valészintisége, hogy mindhdrom dobds fej lesz?

(b) Feltéve, hogy mindhdrom dobés fej lett, mi a valdsziniisége, hogy a szabdlyos érmével dobtam?

Megoldasvazlat Legyen
A = {szabélyos érmét vettem ki}, B = {cinkelt érmét vettem ki}, C = {mindhdrom dobds fej}.

Ekkor P(4) = 3, P(B) = 3, P(C|4) = 0.5° = §, P(C|B) = 0.6° = {.
(a) Teljes valdsziniiség tétele szerint P(C) = P(C|A) - P(A) +P(C|B) - P(B) =~ 0.19.

(b) Bayes-tétellel P(A|C) = HAALIA) ~ 0.22.

Fiiggetlenség
A és B esemény, melyre 0 < P(B) < 1, fiiggetlen, ha

P(A) = P(A|B) = P(A|B°).

P(B) =0 vagy P(B) = 1 esetén A és B mindig fliggetlen.
Tétel: A és B pontosan akkor fiiggetlen, ha P(AN B) =P(A) - P(B).

Tétel: Ay, Ay, A3, ... események sorozata pontosan akkor teljesen fiiggetlen, ha minden k-ra és
11 <ty <...<ipra
P(A;, N...NA4;,)=P(A;) ... - P(4;,).

6. feladat Legyenek az A, B és C események teljesen fiiggetlenek és legyen P(A) = P(B) = 1/3,
P(C) = 1/4. Hatarozza meg az AB + AC esemény valdsziniiségét!

Megoldasvazlat Szita formulat haszndlva A N B és A N C eseményekre, majd kihasznélva a teljes
fiiggetlenséget (azaz metszetek valdsziniisége a valdszinliségek szorzata):

P(AB + AC) = P(AB) + P(AC) — P(AB N AC) = P(AB) + P(AC) — P(ABC) = % + % ==

7. feladat Egy érmét haromszor feldobunk. Jelentse A azt az eseményt, hogy legfeljebb egy fejet
dobtunk és B azt, hogy fejet és irast is dobtunk. Fiiggetlenek-e az A és B események?

Megoldésvézlat A lehetséges esetek dsszeszamoldséval P(A) = 1, P(B) = 2, P(AN B) = 2. Vagyis
P(AN B)=P(A) - P(B) teljesill, {gy fiiggetlenek.



8. feladat Vizsgaljuk meg az aldbbi példdkban, hogy a megadott A, B és C' események fiiggetlenek-e
paronként, illetve teljesen.

(a) Egy szabélyos érmét kétszer feldobunk. Legyen A az az esemény, hogy az elsé dobds eredménye
fej, B az az esemény, hogy a masodik dobds eredménye fej, és C' az az esemény, hogy a két dobas
eredménye egyezik.

(b) Feldobunk egy szabdlyos dobdkockat, legyen A az az esemény, hogy a dobds eredménye 4-nél
nem nagyobb, B az az esemény, hogy a dobas eredménye 4-nél nem kisebb, és C' = B.

Megoldasvazlat

(a) Mindhdrom esemény valészintisége 3 és barmelyik kettd metszetének valészintisége 2. Tehat

1
paronként fiiggetlenek. Viszont a harmas metszet valésziniisége is %, vagyis teljesen nem fiig-
getlenek.

(b) P(A) = 2, P(B) =P(C) = 3. Noha P(ANBNC) = ¢ =P(A)-P(B)-P(C), de mégsem teljesen
fiiggetlenek, hiszen paronként sem azok (pl. B és C' esetén ez nyilvanvald).

9. feladat Egy spam-szlir§ program ugy miikodik, hogy a spamekben gyakran el6fordulé szavakat
figyeli. Tegyiik fel, hogy az emailek 80%-a spam. A spamek 10%-dban az ,ingyen” szé el6fordul,
mig ugyanez a sz6 a rendes email-eknek csupdn 1%-dban olvashat6. Egy most érkezett email-ben az
Hingyen” sz6 olvashaté. Mi a valdszintlisége, hogy az spam?

Megoldasvazlat Legyen A = {az email spam}, B = {szerepel az ,ingyen” sz6}. Ekkor P(A) = 0.8,
P(B|A) = 0,1, P(B|A®) = 0,01. Igy Bayes-tétellel

P(A) - P(B|A) 0.08

PUAIB) = 5y B(BI4) + P(AC) P(BIAC) ~ 0081 0.002

0.98.

10. feladat Egy dobozbdl, melyben 1 piros és 4 fehér golyé talalhato, kiveszek egyet és anélkiil, hogy
megnézném, eldobom. Mi a valdszinlisége, hogy ezutdn pirosat hiazok?

Megoldasvazlat Masodik csak akkor lehet piros, ha az els6 fehér, ennek a valészintisége 4/5. Ha az el-
s6 fehér, akkor a masodik 1/4 valdszintiséggel piros. Igy szorzéasi szabdly szerint annak a valdsziniisége,
hogy a mésodik piros az 1/5.

11. feladat Két kockat feldobok. Mi a valdsziniisége, hogy kiulonbozoket dobtam, feltéve, hogy
dobtam hatost?

Megoldasvazlat 11 olyan elemi esemény van, amikor dobtunk hatost, ebbdl 10 esetben a dobasok
kiilonbozdék. Igy a keresett valdszintiség i—(l).

12. feladat Egy érmét haromszor feldobunk. Feltéve, hogy van fej a dobasok kozott, mi a valészini-
sége, hogy irds is van?

Megoldasvazlat 7 olyan elemi esemény van, amikor dobtunk fejet, ebbol 6 esetben dobtunk irdst is.
Igy a keresett valésziniiség g.

13. feladat Van a zsebiinkben egy szabdlyos és egy olyan pénzérme, amelynek mindkét oldala fej.
Kivessziik az egyiket és feldobjuk kétszer, az eredmény mindkét esetben fej. Mi a valdsziniisége, hogy
a hamissal dobtunk?

Megoldasvazlat Legyen A az az esemény, hogy a szabédlytalan érmével dobdlunk és B az az esemény,
hogy mindkét dobés fej. Ekkor Bayes-tételt hasznélva
1/2 4

PAIB) = 547 = 5



14. feladat Hérom szakacs, A, B és C, egy specidlis siiteményt siitnek, melyek azonban sajnos rendre
0.02, 0.03, 0.05 valdsziniiséggel nem kelnek meg rendesen a hiarom szakacs keze alatt. Az étteremben
ahol dolgoznak, A siiti a siitemények 50%-at, B a 30%-at, C pedig a 20%-4t. Ha a siitemény, amit
eszlink, rossz, mi a valészinlisége, hogy A siitotte?

Megoldasvazlat Legyen R = {rosszul sikeriilt}, A, B, C pedig értelemszeriien az az esemény, hogy a
megfelel6 szakdacs siitotte. Ekkor a feladat szovege alapjan:

P(A)=0.5, P(B)=03, P(C)=02, P(R|A)=0.02, P(R|B)=0.03, P(R|C)=0.05.
Igy a Bayes-tétellel:

- P(A) - P(R|A)
PAIR) = 50A) P(RIA) + P(B) -B(R|B) + B(C) - B(RIC)
0.5-0.02

~ 0.345

T 05-0.02+0.3-0.03+0.2-0.05

15. feladat Egy televizios vetélkedén az alabbi torténik: Van harom ajtd, amibdl egy mogott egy
értékes 1j autd, a masik ketté mogott pedig egy-egy kecske talalhaté. Kivalasztok egy ajtot, majd
a musorvezeto kinyit egy méasikat, ami mogott kecske van. Ezutan megvéltoztathatom a dontésemet
vagy maradhatok az eredetileg kivalasztott ajténal. Erdemes-e valtanom?

Megoldasvazlat Eredetileg % eséllyel taldltam el az autot rejtoé ajtot. Mivel a miisorvezeté mindig
ki tud valasztani a masik ketté koziil olyan ajtot, ami mogott kecske van, az eredetileg valasztott ajtéd
mogott tovabbra is % valoszintiséggel van az autd. Ez viszont azt is jelenti, hogy % valoszintiiséggel a
masik ajté mogdtt van az autd. Tehat érdemes valtoztatni a dontésen.

Erdemes tigy is dtgondolni, hogy eredetileg % eséllyel egy kecskét rejtd ajtot valasztottunk. Ezekben
az esetekben viszont a miisorvezetd a masik kecskét rejté ajtot fogja kinyitni, igy ilyenkor mindig a
masik ajté rejti az autot.
Megjegyzés: A feladatban leirt problémat Monty Hall-paradoxonnak is hivjdk. Részletesebb leiras
talalhato itt: https://hu.wikipedia.org/wiki/Monty\_Hall-paradoxon.

16. feladat Egy pakli francia kartyabol annyiszor hizunk, amennyit dobunk egy szabalyos kockaval.
Mi a valdszintisége, hogy

(a) nem huizunk pikket, feltéve hogy harmast dobtunk?
(b) nem hizunk pikket?
(¢) mind a négy szinbdl hizunk?
(d) hogy 6-ost dobtunk, feltéve, hogy mind a négy dszt kihiztuk?
Megoldasvazlat Legyen Dy, = {k-ast dobtunk}, k=1, 2, ..., 6.
(a) Hérom lap hizdsa esetén Osszesen (532) elemi eseményiink van, melyek koziil (339) esetben nincs

pikk. Igy a kérdezett valoszintiség:

39
P(nincs pikk | D3) = P(3 kartydbol nincs pikk) = ( )

)

(b) Dy, k=1,2, ..., 6 események teljes eseményrendszert alkotnak. Igy teljes valészintiség tételé-
vel:
6 18 39
P(nincs pikk) = ,;,1 P(nincs pikk | Dy) - P =5 kEfl T

(¢) Ahhoz, hogy mindegyik szinbél hiizhassunk legalabb 4-et kell dobni a kockaval. Igy teljes vals-
szinliség tételével:

M-

P(minden szin) = P(minden szin| Dy) - P(Dy)

() -13% 4. ()13 + () (D) 132
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(d) Legyen A az az esemény, hogy mind a 4 dszt kihiztuk. Természetesen megint legaldbb 4 lapot
kell htiznunk. Vegyiik észre, hogy

48 48
P(A| D) = . P(A|Ds)= 2 Bajpy=2).

1
52 ! 52Y 52
() (5) (%)

Igy Bayes-tétellel a kérdezett valdszinfiség az aldbbi médon szdmolhato:

P(A| Dg) - P(Ds)
6

P(Dg| A) = .
;;4 P(A|Dy) - P(Dy)




