Matematika A4 - Valésziniliségszamitas 3. gyakorlat
Valo6szintiségi valtozdk, sulyfiiggvény, nevezetes diszkrét eloszlasok

Valoészintiiségi valtozdok

A valésziniliségi valtozdk az eseménytéren értelmezett fliggvények. Egy X valdsziniiségi valtozo
diszkrét, ha csak véges sok vagy megszamlalhatéan végtelen sok értéket vehet fel. Ennek a stlyfiigg-
vénye az a px figgvény, amire px (z;) = P(X = x;), ahol 1, xq, ... az X véltozd lehetséges értékei.

Azt mondjuk, hogy az X és Y valdszintliségi véltozok fiiggetlenek, ha {X € A}, {Y € B}
események fliggetlenek minden A, B C R halmazra.

Nevezetes eloszlasok

Bernoulli: X Bernoulli eloszldsi p paraméterrel, ha egy p valészintiséggel sikeres kisérlet eredményét
jellemzi, azaz p valdszintiséggel 1, 1 — p val6szintiséggel 0 az értéke. Jelolés: X ~ BER(p).

Binomialis: Ha egy kisérletet n-szer végziink el egymastdl fiiggetleniil, ahol a siker valészintisége p
és X jeloli a sikeres kisérletek szamét, akkor X eloszlasa binomidlis n, p paraméterekkel. Jelolés:
X ~ BIN(n,p) vagy X ~ B(n,p). A stlyfiiggvénye k = [(n + 1)p|-ben maximaélis.

Ha X ~ BIN(n,p), akkor n darab, fiiggetlen BER(p) eloszlasu valészintiségi valtozo Osszege.

Poisson: Sok, kis valdsziniiségii, fiiggetlen kisérletbdl a sikeresek szamat Poisson eloszldsu valdszi-
nliségi valtozoval jellemezhetjiik. Ha a sikeres kisérletek varhaté szama A, akkor X valdsziniiségi
valtozé eloszlasa A-paraméterti Poisson eloszlds. Jelolés: X ~ POI(N). A sulyfiiggvénye k = [A]-ban
maximaélis. Ha n elég nagy és p kicsi, akkor BIN(n, p) jol kozelitheté POI(np) eloszldssal.

Geometriai: Egy kisérletet végezziink el végtelen sokszor gy, hogy a kisérletek egymastoél fiiggetle-
nek. Ha X a kisérletek szdma az els6 sikerig (a sikerest is beleszamitva), akkor X geometriai eloszlast
p paraméterrel, ahol p egy kisérlet sikerességének valoszintisége. Jelolés: X ~ GEO(p).

Negativ binomialis: Ha X azt adja meg, hogy mikor kovetkezik be az r-edik sikeres kisérlet,
akkor X negativ binomidlis eloszldst p és r paraméterekkel. Jelolés: X ~ NB(p,r).

Hipergeometriai: Van N termékiink, amibél M hibas. Kihtzunk n-et, és legyen X a kihtzott hiba-
sak szdma. Ekkor X hipergeometriai eloszldsi N, M, n paraméterekkel. Jelolés: X ~ HGEO(N, M, n).

X eloszlasa lehetséges értékek px (k) silyfiiggvény
BER(p) k=0,1 px(0)=1-p,px(1)=p
BIN(n, p) k=0,1,....n (7) - p*- (1 — p)n*
POI(A) k=0,1,2, ... AL oA
GEO(p) k=1,23,... (1—p)E1.p
NB(p,r) k=r,r+1,... (I::})pr(l — p)k-T
(i)
HGEO(N,M,n) | max(0,n — N + M) < k < min(n, M) k(#

1. feladat Egy adéhatésag a cégek 5%-dt vizsgdlja meg évente teljesen véletlenszertien. Mi a valGszi-
nilisége, hogy egy adott céget 6t év alatt

(a) legaldbb egyszer megvizsgalnak?

(b) legaldbb kétszer megvizsgalnak?



Megoldasvazlat Legyen X a céget 6t év alatt érinté vizsgdlatok szédma. Ekkor ennek eloszlasa
BIN(5, 0.05), azaz X ~ BIN(5, 0.05). Igy komplementerekkel szamolva:

(a) P(X > 0) =1—0.95° ~ 0.22
(b) P(X >1)=1-0.95°"—5-0.95% - 0.05 ~ 0.023

2. feladat Egy 400 oldalas konyvben 200 db sajtohiba talalhaté. Mennyi a valdszintisége, hogy
a 13. oldalon egynél t6bb hiba lesz? Indokoljuk meg a hasznalt modellt!

Megoldasvazlat Minden hiba ﬁ valdszintséggel esik a 13. oldalra, igy a 13. oldalon a hibak szdma

BIN (200, ﬁ). Legyen X a 13. oldalon 1év$ hibak szama! Annak a valdsziniisége, hogy t6bb, mint

1 hiba van a 13. oldalon:

rocs === 1-3 () () ()

k=0 k=0
399> 1 /399\"
=1-{(-—= —200 — - | — ~ 0.0900.
(400) 400 (400)
Masképp: Sok hiba van, amik egyméstol fliggetleniil helyezkednek el az oldalakon és egy adott hiba
kis valoszintiséggel van épp a 13. oldalon. Ezért az egy oldalon 1év6 hibdk szdma jol kozelithetd Poisson

eloszléssal. Mivel egy oldalon atlagosan % hiba van, igy egy adott oldalon a hibak szaménak eloszlasa
kozelitoleg POI(%). Ekkor

1 1 (1 k
P(X>1)=1-)Y px(k)=1-)Y e '/? () :1—;e—1/2z0.0902.
k=0 k=0

Megjegyzés: A méasodik megoldasban igazabdl azt a tételt hasznaltuk, hogy ha n nagy és p kicsi,
akkor BIN(n,p) jol kozelithetd POI(n - p) eloszldssal. Most n = 200, p = 45, igy BIN(200, 15)
eloszlast POI(%) eloszlassal tudtuk kozeliteni.

3. feladat Tegyiik fel, hogy egy egyetem 2400 hallgatéja éjjel-nappal kétéranként ellenérzi az email-jét
és egy ellendrzés 1 percet vesz igénybe (tehdt 1/120 annak a valdsziniisége, hogy egy adott hallgatd
éppen az emailjével van elfoglalva). Mi a kozelité valészintisége, hogy éppen 19, 20 vagy 21 hallgaté
ellenérzi az emailjét?

Megoldasvazlat Azon hallgatdk szdma, akik épp az emailjiiket ellendrzik BIN(2400, 1—%0) eloszlast,
ami jol kozelithets POI(20) eloszlassal. Igy a kérdezett kozelitd valdsziniiség:

2019 2020 2021
—20
. ~ 0.26.
¢ (19!+20!+21!) 0-26

4. feladat Egy sportlové 0.9 valdszintiséggel 16 10-est. Egy 16véssorozat 10 16vésbdl all és akkor elfo-
gadhat szamara, ha legalabb 9 tizes taldlat van benne. Mi a valdszintisége, hogy harom lovéssorozat
mindegyike elfogadhatd lesz?

Megoldasvazlat Egy lovéssorozatban a 10-es 16vések szdma BIN(10,0.9) eloszlast. Igy annak a
valészintisége, hogy egy lovéssorozat sikeres 0.91° +10-0.9%-0.1 ~ 0.736. Annak a valészintisége, hogy
mindhérom lévéssorozat sikeres 0.736 ~ 0.399.

5. feladat A roulette keréken 38 szdm van: 1-t6l 36-ig, 0 és dupla 0. Ha Kovacs tr mindig arra fogad,
hogy az eredmény 1-t0l 12-ig terjed, mi a valdsziniisége, hogy

(a) Kovécs tr elveszti az elsd 6t fogaddsat,

(b) eldszor a negyedik fogaddson nyer?
Megoldasvazlat

(@) ()’
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6. feladat Egy tarsasjatékban két kockdval dobok egyszerre. Egy olyan mezore keriiltem, ahonnan
csak akkor tudok tovabblépni, ha a dobott szamok kozott szerepel a hatos. Mekkora valdszintiséggel
tudok két prébalkozason beliil tovabblépni?

Megoldasvazlat Minden prébalkozasnal % val6szintiséggel jarok sikerrel, igy a prébélkozasok sza-

manak az eloszldsa GEO(%). Igy a kérdezett valészintiség:
11 n 25 11
36 36 36
7. feladat Az AB-negativ vércsoport gyakorisdga 1%. Ha 100 embert véletlenszeriien kivdlasztunk,

akkor

(a) mi a kozelité valészinlisége (Poisson eloszldst haszndlva), hogy koziilik legaldbb egynek a vér-
csoportja AB-negativ?

(b) mi a pontos valészintisége, hogy koziiliikk legaldbb egynek a vércsoportja AB-negativ?
Megoldasvazlat Az AB-vércsoporti emberek szdma BIN(100, 0.01), azaz POI(1) eloszlassal kozelit-
heté. Igy

(a) 1—e ! =0.63

(b) 1—0.991% ~ 0.63

8. feladat Hétkozben (hétf6tdl péntekig) 0.25 valdszintiséggel késik a reggeli vonat.
(a) Mi a valészintisége, hogy hétkozben legfeljebb két napon késik?
(b) Legyen j6 hét az, amelyen legfeljebb két napon késik. Mi a val6sziniisége, hogy 4 hétbél legaldbb
3 hét j6 hét lesz?
Megoldasvazlat

(a) Héten a késések szamanak eloszldsa BIN(5,0.25). Annak a valdszintisége, hogy legfeljebb 2-szer
késik: p:= 0.75° +5-0.75* - 0.25 + (3) - 0.75% - 0.252 ~ 0.9.

(b) 4 hét alatt a j6 hetek szdménak eloszldsa BIN(4, p). Igy annak a val6szinfisége, hogy legaldbb 3
hét j6: p*+4-p3- (1 —p) ~0.95.

9. feladat Az A érme feldobéasakor 0.4 valdszinliséggel kapunk fejet, a B érme feldobasakor ugyanez
a valészinliség 0.7. A két érme kozill egyet véletlenszertien kivalasztunk és 10-szer feldobjuk.

(a) Fiiggetlenek-e a dobdsok kimenetelei egymdstdl?

(b) Mi a valdészintisége, hogy pontosan 7 dobés lesz fej?

(c) Feltéve, hogy az els6 dobds fej, mi a val6sziniisége, hogy az A érmével dobunk?
)

(d) Feltéve, hogy az elsd dobds fej, mi a valdsziniisége, hogy Gsszesen 7 dobds lesz fej?

Megoldasvazlat Legyen A és B az az esemény, hogy A vagy B érmével dobunk. E, F' legyen az az
esemény, hogy az elso, illetve a méasodik dobas fej. C legyen az, hogy pontosan 7 fejet dobtunk.

(a) P(E) =P(F) = 0.55 (teljes valdsziniiség tételével A, B teljes eseményrendszerre nézve). Hason-
léan P(E N F) = 0.325 £ P(E) - P(F), {gy nem fiiggetlenek.

(b) Teljes valésziniiség tételével (A, B teljes eseményrendszerre nézve) és hasznélva, hogy a fejek
szama binomialis eloszlast n = 10 és az érmétdl fiiggben p = 0.4 vagy p = 0.7 paraméterekkel:
P(C) ~ 0.15.

(c) Bayes-tétellel: P(A|E) = &.



(d) P(C|E) = ng(;;f), ahol P(C N E) teljes valésziniiség tétellel szdmolhaté (azt hasznélva, hogy

C N E az az esemény, hogy az elsé dobés fej, majd a maradék 9-bdl pontosan 6):

P(CNE)=P(CNE|A)-P(A) +P(CNE|B) P(B)

9 9
=04- <6> -0.45.0.6%-0.5+0.7- (6) -0.7%-0.3% - 0.5 ~ 0.108.

10. feladat Atlagosan hany mazsoldnak kell egy siitiben lennie, ha azt kivanjuk elérni, hogy egy
véletlenszerfien vélasztott siitiben legaldbb 99% eséllyel legyen (legaldbb egy szem) mazsola?

Megoldasvazlat Legyen X egy siitiben a mazsolak szama! Ekkor X eloszlasa jol kozelitheté Poisson
eloszlassal valamilyen A\ paraméterrel. Ekkor P(X > 1) = 1 — e~*. Nekiink olyan A kell, amire ez a
valdsziniiség legalabb 0.99, azaz

1—e>0.99.

Ezt atrendezve A > —1n0.01 ~ 4.61. Ha a mazsolédk szdmanak eloszldsa POI(\), akkor varhatéan A
mazsola kertiil egy siitibe, igy atlagosan legalabb 4.61 mazsolat kell beletenni.

11. feladat Egy futdversenyt sajnos kullanccsal fertézott teriileten at vezettek. Kiderilt, hogy a
versenyzok koziil 300-an talaltak magukban egy, 75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjan becsiiljiik
meg, hogy koriilbeliil hanyan indultak a versenyen.

Megoldasvazlat Egy versenyzében a kullancsok szdma POI(A) eloszldst ismeretlen A-ra. Ekkor,
ha N az induldk szama, akkor a feltételekbSl N - X -e=* =300 és N - /\72 -e™* = 75. Ebb&l A = 0.5 és
N = 989.

12. feladat Egy osztalyban 22 tanulé van. Egy érara 8-an nem késziiltek, és 7-en felelnek. Adjuk
meg a késziiletlen felel6k szaménak eloszlasdt! Mennyi a valésziniisége, hogy pontosan 2 késziiletlen
felel6 lesz?

Megoldasvazlat A késziiletlen felel6k szaménak eloszlasa HGEO(22, 8, 7). Igy annak a valészintisége,
hogy pontosan 2 késziiletlen felel6 lesz:



