Matematika A4 - Valésziniliségszamitas 4. gyakorlat
Diszkrét valésziniiségi valtozok jellemz6i, folytonos valdsziniiségi valtozok

Diszkrét valdsziniliségi valtozék jellemzoi
o Vérhaté érték: E(X) = > z; - p(x;), ahol X Osszes lehetséges x; értékére Osszegziink
« Variancia vagy szérasnégyzet: Var(X) = E [(X — E(X))?] =E (X?) — (E(X))?
o Széras: D(X) = /Var(X)
Tulajdonsagok:
o E(X +Y) = E(X) +E(Y), E(cX) = ¢+ E(X), E(g(X)) = X g(xs) - ple:), Var(eX) = *Var(X)

o Ha X ésY flggetlen: E(XY) =E(X) -E(Y), Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

Nevezetes eloszlasok varhaté értéke, szérasa

X eloszlasa | BER(p) | BIN(n,p) | POI(A) GEO(p)
E(X) p np A 1/p
Var(X) p(1—p) | np(1—p) A (1-p)/p*

1. feladat Egy csalddban addig sziiletik gyerek, amig az fii nem lesz vagy a gyerekek szdma el nem
éri a harmat. Mi a gyerekek varhaté szama és szérésa egy ilyen csalddban?

Megoldasvazlat Legyen X a gyerekek szama! Ekkor P(X =1) = %, P(X=2)=P(X =3) = i. Igy
E(X) =T, E(X?) =15, Var(X) = 1L D(X) = YL

2. feladat A magyar kartyabdl kivesziink két lapot. Adjuk meg a kihizott piros lapok szdméanak
négyzetének varhaté értékét! (A magyar kértydban 32 lap van, ebb6l 8 piros.)

Megoldasvazlat Legyen X a kihtuzott piros lapok szama! Ekkor

b 69 248 48 8 7
P(X:O):Ezf%zm, P(X:UZ(BQ):m, P(X:Q):((:,’%:m.

gy B(X?) = 0% 8 412 £ 422 T = 1.

3. feladat Tegyiik fel, hogy P(X =0)=1—-P(X =1) és E(X) =3 Var(X). Mennyi P(X =0)?

Megoldésvazlat Legyen p = P(X = 1). Ekkor a P(X = 0) =1 —P(X = 1) feltételbdl kovetkezik,
hogy X ~ BER(p). Igy az E(X) = 3 - Var(X) egyenletbdl p = 3p(1 — p), vagyis p = 2 vagy p = 0,
azaz P(X = 0) = 3 vagy P(X =0) = 1.

4. feladat Egy erdei séta utdn a rajtunk taldlhaté kullancsok szdma Poisson eloszlasi, 0.01 varhato
értékkel. Mi a valdsziniisége, hogy 5 erdei séta sordn 6sszesen egy kullancsot taldlunk magunkon?

Megoldasvazlat Haszndljuk, hogy fiiggetlen Poisson eloszlast valdszintiségi valtozdk sszege is Po-
isson eloszldst, ahol az Gsszeg paramétere a paraméterek Gsszege. gy, ha 1 erdei séta alatt a kullan-
csok szdménak eloszldsa POI(0.01), akkor 5 erdei séta alatt POI(0.05). Igy a keresett valészintiség
0.05 - =995 ~ 0.048.

5. feladat Egy X valdszintiségi valtozordl azt tudjuk, hogy E(X) = 1 és D?(X) = 5. Hatdrozzuk meg
a kovetkezO mennyiségeket!
(a) E[(2+ X)?] (b) D?(4 + 3X)

Megoldasvazlat A viarhato érték és a szérdsnégyzet tulajdonsdgai alapjan kiszamolhatdak:

(a) E[(2+ X)?] =E(4+4X + X?) = E(4) + E(4X) + E(X?) = 4 + 4E(X) + (D*(X) + (E(X))?) =
4+4+6=14

(b) D?(4+3X) =D?*(3X) = 9D?*(X) =45



Folytonos valdszintiségi valtozdk
Stirtiségfiiggvény: P(X € B) f » f(x) dz minden B C R halmazra.
Tulajdonsigai: f(x) >0, f f(z)dz = 1.

Eloszlasfiiggvény: F(z) =P(X <z)=P(X <=z) f f(t)
Tulajdonsdgai: monoton nd, lim F(z) =0, hIJIrl F (z) =1, egy oldalrdl folytonos.
r—r— 00 Tr—r+00

Megjegyzés: Ha egy X folytonos valészinliségi valtozonak az eloszlasfiiggvénye F'(x), a siirliségfigg-
vénye pedig f(x), akkor tetsz6leges a < b esetén annak a valdsziniisége, hogy X ezek kozotti értéket
vesz fel:

b
]P’(a<X<b):F(b)—F(a):/f(x)d:E

(oo}
Folytonos valészintiségi véltozé varhaté értéke: E(X) = [ z- f(z)dx

— 00

Szérasnégyzete: D?(X) = E(X?) — (E(X))?, ahol E(X?) = f 22 f(x

6. feladat Eloszlasfiiggvények-e az alabbi fiiggvények?
_ 1+e1*"”, ha z > —1 _ 1—e™™, haz>0
(a) F(z) = { 0 kilonben. (b) F(z) = { 0 kiilonben.

Megoldasvazlat

(a) Nem, mert x > —1 esetén monoton csokken.

(b) Ellenérizhetd, hogy F' monoton né, folytonos, lim F(x) =0 és hr—? F(z) = 1. Igy F egy
r——00 xr—r+00
eloszlasfiiggvény.

Megjegyzés: A (b) részben szerepld fiiggvény az 1 paraméter(i exponencidlis eloszlds eloszlasfiiggvé-
nye. Exponencidlis eloszldssal az 5. gyakorlaton foglalkozunk részletesebben.

7. feladat Lehetnek-e az alabbi fliggvények eloszlasfiiggvények? Ha igen, szamoljuk ki a varhaté
értéket!

0 haz <0
2—i, ha x > 0, - -

(a) F(x)={ 0 T rvéhiént (b) F()={ Z-(4—=z), haO0<z<2
&Y ’ 1, ha z > 2.

Megoldasvazlat
(a) Végtelenben 2-hoz tart, igy nem lehet eloszlasfiiggvény.

(b) Sziikséges tulajdonsagok ellenérizhetdk, ez egy eloszlasfiiggvény. Vérhaté értékhez el6szor de-

rivdlassal meghatdrozzuk a stiriségfiiggvényt: f(x) = F'(z) =1 — %, ha z € (0,2) (egyébként
f(z) =0). lgy ,
z? 2
E(X) = — —.
(x) / do= [o- T do=7
—o00 0

8. feladat Egy X valdszin(iségi valtozé siirfiségfiiggvénye: f(z) = cx(l —z), ha z € (0, 1), egyébként
az értéke 0. Mennyi a ¢ konstans értéke? Mi az X varhato értéke?

o]
Megoldasvazlat [ f(z)dz =1 egyenletbSl ¢ = 6
—00
Definicié alapjan a varhaté érték %



9. feladat Legyen X siirliségfiggvénye f(z) = c-x-e ® ha 0 < 2 < oo és 0 egyébként! Milyen c-re
lesz ez egy stirliségfiggvény? Ekkor mi az eloszlasfiiggvény? Mennyi E(X)?

Megoldasvazlat Parcidlis integralassal ¢ = 1 adodik.
F(z)=[t-e7'dt=1—(1+z)-e % haz >0 (egyébként 0).
0

Definicié alapjan (parciélis integraldst haszndlva) azt kapjuk, hogy E(X) = 2.

cx?, haz e (0,1)

0 egyébként fliggvényt, ahol ¢ ismeretlen konstans.

10. feladat Tekintsiik az f(x) = {
(a) Mennyi a c értéke, ha az f egy X valdszinliségi valtozé stiriiségfiiggvénye?
(b) Szamitsuk ki a P(X > 0.5) valészintiséget!
(c) Szémitsuk ki az E(X) és E (X?) vérhat6 értékeket!

)

(d) Hatédrozzuk meg az eloszldsfiggvényt!

Megoldasvazlat

(o)
(a) [ f(z)dz =1 egyenletbdl ¢ = 3.

(b) P(X > 0.5) :0}: f@)de =1,

(¢c) Definici6 alapjan E(X) = 2, E(X?) = 2.

(d) Definicié alapjan F(x) =0, ha  <0és F(z) =1, hax > 1. Haz € (0, 1]:

F(z) = jf(t)dt:i3t2dt=m3.
—o0 0

11. feladat Egy ¢ hosszisagu ropit taldlomra valasztott pontban ketté toriink. Mi az igy keletkezett
darabok koziil a révidebbiknek az eloszlasfiiggvénye?

Megoldasvazlat Hatdrozzuk meg tetszéleges x esetén az eloszlasfliiggvény értékét! Trividlisan a
rovidebb darab hossza 0 és £/2 kozé fog esni. Igy

0, haz<0,

F(w):IP’(X<x):{
1, hax>§,

Ha pedig z € (0, £/2], akkor pontosan akkor lesz a révidebb darab hossza kisebb, mint z, ha a
toréspont a ropi valamelyik végétdl legfeljebb x tavolsdgra van. Ennek valdszintisége 2z/¢. Igy az
eloszlasfiiggvény

0, hax<0,

F(x) = %, haxG(O,%]

1, hax> g,
azaz a rovidebb darab hossza egyenletes eloszlasu a (0, %) intervallumon (egyenletes eloszlasrél rész-
letesebben az 5. gyakorlaton tanulunk).

12. feladat Egy benzinkit hetente egyszer kap benzint. Ha a heti eladds (ezer literben mérve) egy
val6szintiségi valtozo
[ 5(1—2)* haze(0,1),
@)= { 0 egyébként
strtségfiiggvénnyel, akkor mekkora méretii tartaly sziikséges ahhoz, hogy egy adott héten a benzin-
kit 0.01 valészintiséggel fogyjon ki a benzinb&l?

Megoldasvazlat Legyen X a kereslet és T' a keresett tartdlyméret. Ekkor P(T' < X) = 0.01. Integ-
réldssal adédik, hogy (1 —T)° = 0.01, amib6l 7' = 1 — v/0.01 ~ 0.6.



