Matematika A4 - Valésziniliségszamitas 5. gyakorlat
Nevezetes folytonos eloszlasok, Poisson-folyamat

Nevezetes folytonos eloszlasok

X eloszlasa jelolés | lehetséges értékek | f(x) F(zx) E(X) Var(X)
Egyenletes UNI(a, b) x € [a, b] ] =2 (a+b)/2 | (b—a)?/12
Exponenciélis | EXP(\) x>0 Ae M | ] — e 1/A 1/)2

Az exponencidlis eloszlds fontos tulajdonsiga az orokifjasag: P(X > s+t X > s) =P(X > t).

1. feladat Egy informéciés vonalndl a varakozasi id6 percben mérve exponencialis eloszldsi % pa-
raméterrel. Ha mar 2 perce varakozom, akkor mi a valdsziniisége, hogy a kovetkezd percben sorra
keruilok?

Megoldasvazlat Legyen T a véarakozési id6. Orokifji tulajdonsdg alapjan a kérdezett valészinftiség
P(T<1)=1-e"1/3
2. feladat Tudjuk, hogy a busz 10:00 és 10:30 kozotti egyenletes id6ben érkezik a megalloba, ezért
10:00-ra a megalldba megyiink.
(a) Mi a val6szinfisége, hogy legaldbb 10 percet kell a buszra varnunk?
(b) Ha 10:15-kor még mindig varjuk a buszt, mi a valészinilisége, hogy még legalabb 10 percet fogunk
a buszra varni?
Megoldasvéazlat Legyen T a varakozasi id6, ekkor T' ~ UNI(0, 30).
_2
(a) P(T'>10) = 3
(b) P(T >25|T >15) = &
3. feladat Annak valdszinlisége, hogy egy telefonbeszélgetés legalabb 5 percig tart, 0.3. Mennyi a
valésziniisége, hogy 10 perc utan is tart még?

Megoldasvazlat FeltehetO, hogy egy telefonbeszélgetés hossza exponenciilis eloszlasu, ez legyen T
Ekkor P(T' > 5) = 0.3, amibél az eloszlas paramétere A = — 202 amibsl P(T > 10) = e~ 10* = 0.09.

4. feladat Egy adott teriileten a foldrengések erejei egymastél fiiggetlen, exponencidlis eloszlast
valészintiségi valtozdk, melynek paramétere % a Richter skdlan. Mi a valésziniisége, hogy a kovetkezd

(a) foldrengés ereje meghaladja a 4-et?

(b) két foldrengés egyike sem lesz 4-nél erésebb?

Megoldasvazlat Legyen X, Y a kovetkez6 két foldrengés ereje.
(a) P(X >4) =e /3

(b) P(X <4,Y <4) = (1 — e %/3)°

5. feladat Egy biifébe érkezé szallitmany idépontjanak (X) varhaté értéke 3 ora, szérdsa %

(a) Mikor val6sziniibb, hogy a szallitméany 2 el6tt érkezik meg: akkor ha X ~ EXP()\) vagy akkor
ha X ~ UNI(a,b)? Mekkora ez a valdsziniiség?

(b) Tegyiik fel, hogy X ~ UNI(a,b). Ha 3-ig nem érkezett meg az aru, mi a val6szinlisége, hogy
4 utan fog?
Megoldasvazlat

(a) Exponencidlis nem lehet, mert a varhat6 értékbol és a szérasbol kiilonboz6 A adédna. Egyenletes
esetben a =1, b =5, és igy a kérdezett valoszinliség %.

(b) 3



6. feladat A buszmegélléba érkezésemkor megtudom, hogy az el6z6 busz mér legalabb 3 perce elment.
Mi a valészintisége, hogy 5 percen beliil megérkezik a buszom, ha a buszok kovetési ideje exponenciélis
eloszlasi, 10 perc varhat6 értékkel?

Megoldasvazlat Ha X a varakozasi id6, akkor az orokifji tulajdonsag alapjan a kérdezett valdszi-
nfiség P(X < 5) =1—e /2,

7. feladat Egy orokifju tulajdonségi villanykorténél 2/3 annak a valésziniisége, hogy 2000 6rénal
tobbet lizemel. Egy varosban 100 ilyen ég6t helyeztiink el. Mennyi a valésziniisége, hogy 1000 éra
elteltével éppen 60 fog vilagitani?

Megoldasvazlat Legyen X egy ilyen korte miikddésének az ideje. Ekkor X exponencialis eloszlast
és a P(X > 2000) = % egyenletbdl e~2000% — %, azaz \ = —%. Innen

__ ,—1000X _ 2
P(X > 1000) = e = \/;

Igy a 100 ég6bél 1000 éra utén is miikodék szamanak eloszldsa BIN (1007 \/g) Tehéat annak a

40
valésziniisége, hogy pontosan 60 miikédik koziiliik: (16000) . (%)30 . (1 — %)

Poisson-folyamat
o Véletlen idépontban érkez6 ismétlodé eseményeket modellez
o Két érkezés kozotti idé eloszlasa EXP(A) valamilyen A-val
e ¢ hosszi id8 alatt bekovetkez6 érkezések szamédnak eloszldsa POI(A - t)

o Az n-edik érkezésig elteld idé eloszldsa Erlang(n, \), aminek eloszlasfiiggvénye ¢ > 0 esetén:

Ft)=1- ni (’\t)ke*”.

k!
k=0

8. feladat Egy buszmegalloban annak valdszinlisége, hogy a kovetkezo ¢ percen beliil jon busz, 1—e 5.
(a) Mi annak a valdszinfisége, hogy t6bb mint 10 percet kell varakoznunk?
(b) Mi annak a val6szinlisége, hogy tobb mint 5 percet, de kevesebb mint 10 percet kell varakoznunk?
(¢) Mi a vdrakozési idénk varhat6 értéke?
)

(d) Ha mar sikerteleniil vartunk 4 percet, akkor mi annak a valdszintisége, hogy kell még varnunk
legaldbb 10 percet?

(e) Mi annak a valészintisége, hogy 1 éran beliil legaldbb 5 busz érkezik?

Megoldasvazlat Legyen X a busz érkezési ideje percben mérve. Tudjuk, hogy P(X <t) =1—e é,
vagyis X ~ EXP (%)

a

b

(a) P(X > 10) = e~ 8 = 0.2865.
(b) P(5< X <10) =e % —e™ & = (.2488.

)
)
(c) 8 perc.
(d) P(X > 14| X > 4) =P(X > 10) = 0.2865.
)

(e) A buszok érkezése Poisson-folyamatot alkot, igy 60 percen beliil érkez6 buszok szamanak elosz-

lasa POI (3 - 60) = POI(7.5), amibdl a kérdezett valészintiség:

4

7.5F
2 —7.5
1— € . F

k=0



9. feladat Egy nem tul forgalmas ttszakaszon egy o6ra alatt atlagosan 6 kocsi halad at.

(a) Mi annak az esélye, hogy egy mésodperc / perc / éra alatt nem jon autéd?
(b) Milyen eloszlast kovet a 20 percen beliil érkezd auték szama?

)
)
(¢) Milyen eloszlast kovet az els§ autd érkezésének idépontja?
(d) Milyen eloszldst kovet a masodik auté érkezésének idépontja?
)

(e) Mi annak a valdsziniisége, hogy a masodik aut6 20 percen beliil érkezik?

Megoldasvazlat Legyen X a kovetkezo autd megérkezéséig eltel6 idé éraban mérve. Ekkor tudjuk,
hogy X ~ EXP(6).

(a) Méasodperc: P (X > — e @ ~ 0.9983

1
m)
Perc: e~ 10.
Ora: e 6.
(b) Kozelitoleg Poisson 2 paraméterrel. Az (e) feladatban ezt a valészintiségi valtozot jeloljiik Y-nal.

(¢) Ordban mérve exponencidlis 6 paraméterrel.

(d) Ordban mérve Erlang, 2 és 6 paraméterekkel. Az (e) feladatban ezt a val6szinfiségi valtozét
jeloljik Z-vel.

(e) Az Y és a Z véltoz6 segitségével is ki tudjuk szdmolni:

1
]P’<Z<3):IP’(Y22):1—3e‘2.

10. feladat Egy adott régiéban évente varhatéan 3 foldrengés van.
(a) Mi a val6szinfisége, hogy 4 hénap alatt tobb, mint 2 foldrengés lesz?

(b) Ha egy foldrengés utdn mér eltelt 1 honap, akkor mi a valészinlisége, hogy még legaldbb egy
hoénapot kell varni a kovetkezdre?

(¢) Ha az év elsd felében volt méar egy foldrengés, akkor mi a valdszin(isége, hogy a médsodikban is
lesz legalabb egy?

(d) Mi a valdészintisége, hogy az 5. foldrengés 8 hénapon beliil lesz?

Megoldasvazlat Legyen X a foldrengések szdma évente. A feladat alapjin X ~ POI(3).

(a) 4 hénap alatt a foldrengések szdménak az eloszldsa POI(1), igy a kérdezett valészintiség

(b) A kovetkezd foldrengésig eltel id8 eloszliasa EXP(3) évben szamolva. Igy 6rokifjisag miatt a
kérdezett valészintiség e~ 1.

(¢) A két félévben a foldrengések szédma fiiggetlen, igy az a kérdés, hogy mi annak a val6szintisé-
ge, hogy félév alatt lesz legalabb egy foldrengés. Ez Poisson vagy exponenciilis eloszlassal is
szamolhaté, az eredmény 1 — e 5.

(d) 8 honap alatt a foldrengések szdmédnak az eloszldsa POI(2), igy a kérdezett valdszinliség

4 2k
-2 §
1—e . g
k=0



11. feladat A buszmegalléban a buszok egymads utan exponencialis eloszlasi idétartamonként érkez-
nek, melynek varhato értéke 5 perc. Bedllok a megdlloba, és varok valakit, aki a harmadik busszal
érkezik.

(a) Vérhatbéan hany percig dllok ott, mire megérkezik?
(b) Mi a varakozési id0m eloszldsa?
(c) Feltéve, hogy az elsé busz 4 perc mulva megérkezik, mi az ezutan kévetkez8 varakozdsi id6m

varhat6 értéke és eloszlasa?

Megoldasvazlat Percben mérve \ = %

(a) Legyen X a vérakozasi idém! Ekkor X harom darab EXP (1) véltoz6 6sszege, amelyek vérhaté
értéke 5, igy E(X) = 15.

(b) Percben mérve Erlang eloszlds 3 és 1/5 paraméterekkel.

(c) Ha az elsé busz megérkezett, mindegy hogy mikor, akkor még két buszt kell virnom, tehédt a
varhaté érték erre a varakozdsi idére 10 perc, az eloszldsa pedig Erlang 2 és 1/5 paraméterekkel.

12. feladat A campus kozelében spotolt kutydk szdma Poisson eloszldsi 3/nap varhatéd értékkel, a
kacsaké szintén Poisson, 2/nap varhat6 értékkel. Mi a valdsziniisége, hogy

(a) két nap alatt tobb, mint 3 kacsat 14tok?

(b) az elsd két allat felbukkandsa kozott tébb, mint egy nap telik el? (dllat = kacsa vagy kutya)
(d) a 4. kacsa 3 napon beliil bukkan fel?

Ha valaki izgatottsdgdban csak azt tudja elmesélni, hogy 5 allatot latott egy nap alatt, mi a
valésziniisége, hogy abbdl 4 kutya volt?

)
)
(¢) még tobb mint 2 6rét kell vairnom, mig latok egy kutyét, ha 6 6rdja nem littam egyet sem?
)
)

(e

Megoldasvazlat

3 .
(a) Két nap alatt érkezé kacsak szdma Poisson eloszlast 4 paraméterrel, fgy 1 — > e - 4]7);.
k=0

(b) Egy nap alatt érkezd allatok szdménak eloszlasa POI(5), igy e=5.

(c) Orokifjisag miatt csak annak a valészintiségét kell kiszamolni, hogy a kévetkezd kutya tobb
mint 2 6ra (— nap) mulva jon. A kovetkez6 kutya EXP(3) nap mulva jon, igy a vilasz e 1,

1

Masképp: 2 éra alatt érkezo kutyak szaméanak eloszlasa POI(&), igy ez e~ 1 valdszinliséggel 0.

3 ‘
(d) 3 nap alatt a kacsék szaménak eloszlasa POI(6), {gy a valasz 1 — > e ©- %.

k=0

(e) Az 5 éllat koziil a kutydk szdmanak eloszlsa BIN(5, 2), igy 5 - (%)4 -2



13. feladat Az M1 autépélya szélén hetente atlagosan két elhagyatott autot talalnak. A taldlt autdk
felén mar nincsenek rajta a kerekek. Mi a valészintlisége, hogy

(
(

a) janudr masodik hetében egy kocsit sem fognak taldlni, ha az els6 héten egyet sem taldltak?
b) az idén els6nek megtaldlt kerék nélkiili autéra t6bb, mint 8 napot kellett varni?
)
)

(c) 20 nap alatt tobb, mint 4 kocsit talaltak?

(d) nem lesz meg a 6. kocsi még janudrban?

Megoldasvazlat




