Matematika A4 - Valésziniliségszamitas 6. gyakorlat
Normalis eloszlas, CHT

Normalis eloszlas

Egy X valdszinfiségi valtozé normalis eloszlast m, s? paraméterekkel (jel: X ~ N (m, s?)), ha stirti-
(x=m)?

ségfiiggvénye f(r) = ————e  2: . Ekkor varhaté értéke E(X) = m, szérdsnégyzete D?(X) = s2.

27m-s
Standard normalis eloszlasrél akkor beszéliink, ha m = 0, s = 1. Ekkor a stirliség- és eloszlas-

fliggvénye:

L L [
f(m)zﬁe , @(x)—m/e dt.

Erre nincs elemi képlet, viszont értékei tablazatbdl kiolvashatok pozitiv x-ekre. Negativ x esetén
a ®(—x) =1— ®(x) azonossdgot haszndlhatjuk.
Ha X ~ N (m, s?), akkor az 6 standardizaltja Z := £=™ ~ N(0, 1).
1. feladat Legyen X ~ AN(0, 1). Szamitsuk ki az alabbi értékeket!
(a)P(-1< X <1) (b) P(—2 < X < 2) (c) P(-1 < X < 2.5)
Megoldasvazlat Azt hasznéljuk, hogy folytonos valésziniiségi valtozdra
Pla < X <b) = F(b) — F(a),

ahol F(z) az X eloszlasfiiggvénye. Most X ~ N(0, 1), {gy az eloszlasfiiggvénye a fenti ®(z) fiige-
vény, aminek értékeit pozitiv x esetén a tablazatbdl tudjuk kiolvasni, negativ = esetén pedig a
O(—x) =1 — &(x) azonossdgot hasznaljuk.

(a) P(-1< X < 1) =®(1) — &(—1) = 2d(1) — 1 ~ 2-0.8413 — 1 = 0.6826
(b) P(—2 < X <2) = ®(2) — &(—2) = 20(2) — 1 ~ 2-0.9772 — 1 = 0.9544
(c) P(—1 < X < 2.5) = ®(2.5) — ®(—1) = B(2.5) + (1) — 1 ~ 0.9938 + 0.8413 — 1 = 0.8351

2. feladat Legyen X ~ N (10, 36). Szamitsuk ki az aldbbi értékeket!

(a) P(X > 5) (b) P(4 < X < 16)
Megoldasvazlat Az el6z6hoz hasonléan szamolhatd, de most eldszor standardizalnunk kell. Legyen
7 = X210 az X standardizaltja. Ekkor Z ~ N(0, 1), igy az eloszlasfiiggvénye ®(x).

(a) X >5)=P (X0 >0 =P(Z>-2)=1-0(-3) = (3) ~ 0.7967

(b) PU< X <16)=P(-1< Z < 1)~ 0.6826

3. feladat Legyen X ~ N(5, 02). Mennyi lesz D(X), ha tudjuk, hogy P(X > 9) = 0.2?
Megoldasvazlat Legyen Z az X standardizaltja! Ekkor

]P’(X>9):]P><Z>j;):1—t1><i>.

Tehat ® (3) = 0.8, vagyis a tdbldzatbdl (amit most ,visszafelé” hasznlunk, azaz a tabldzat
belsejében keressiik meg a 0.8-at és a tablazat szélérdl leolvassuk a hozzdtartozé értéket): % ~ 0.84.

Vagyis D(X) = 0 ~ 55; = 4.76.

4. feladat Egy 0j adézasi torvényt ugy szerkesztenek meg, hogy az kedvezzen a ,kézéposztalybeli”
csalddoknak, vagyis azoknak, amelyeknek a jovedelme 20000 $ and 30000 $ kozott van. Ha a csalddok
jovedelme normadlis eloszldst kovet 25000 $ varhato értékkel és 10000 $ szérdssal, akkor a csalddok
hany szazalékdnak kedvez a torvény?

Megoldasvazlat Legyen X egy csaldd jovedelme 1000 $-ban és Z a standardizéltja! Ekkor tudjuk,
hogy X ~ N(25, 10%), {gy

1
P(20 < X < 30) = P(—0.5 < Z < 0.5) = 2® (2> —1~0.383.



5. feladat Az Ad-et tanul6 didkok végso szazalékpontos eredményei normalis eloszlastnak tekinthetok
65 varhato értékkel és 15 széréassal.

(a) Mi a valdszintisége, hogy egy véletlenszerti didk kozepest (3-ast) kap (azaz, a pontja 60 és 70
pont kozé esik)?

(b) Az adtment didkok (azok, akik legaldbb 50 pontot értek el) hdny szdzaléka kap kozepest?

Megoldasvazlat Legyen X egy véletlenszeriien valasztott didk szdzalékpontos eredménye! Ekkor
X ~ N(65, 152).

(a) P(60 < X < 70) = 2& (1) — 1~ 0.2586

R
(b) P(60 < X < 70| X > 50) = Q‘I:ggl)) L ~0.31

6. feladat Dohanyosok nikotinszintje normalis eloszlasi valészintiségi valtozoval modellezhetd, mely-
nek varhaté értéke 315, szorasnégyzete 17 161.

a) Mi a valészinlisége, hogy egy dohanyos nikotinszintje meghaladja a 450-et?

(
(b) Mi a valdészintisége, hogy egy dohdnyos nikotinszintje 150 és 400 kozé esik?

)
)
(¢) Mi az a nikotinszint, amely 616ttivel a dohdnyosok 5%-a bir?

(d) Mi a valdsziniisége, hogy egy dohdnyos nikotinszintje 400-nél magasabb, feltéve, hogy az az
atlagnal magasabb?

Megoldasvazlat Legyen X egy véletlenszerlien valasztott dohdnyos nikotinszintje! Ekkor a feladat
alapjan X ~ N(315, 1312). Igy

(a) P(X >450) =1— & (133) ~ 0.1515

(b) P(150 < X < 400) = ® (35) + @ (138) — 1 ~ 0.6384

(c) Kell a, amire P(X > a) = 0.05, azaz ® (27312) = 0.95, amibdl a ~ 531.2.

- ()
(d) P(X >400| X > 315) = — 27 ~ 0.5156

7. feladat Egy részvény éves hozama normélis eloszlast kovet 10% varhato értékkel és 20% szorassal.
(a) Mennyi a valdsziniisége, hogy a részvény dra egy év miilva kisebb lesz, mint most?
(b) Mennyi a valészinfisége, hogy az éves hozam 20% felett lesz?

(¢) Mennyi a val6sziniisége, hogy a kovetkezd 10 év koziil pontosan négyszer lesz az éves hozam 20%
felett?

Megoldasvazlat Legyen X a részvény éves hozama és Z a standardizaltja! Ekkor X ~ A(10, 202).
(a) (X <0)=P(Z<—-3)=1-®(1) ~0.3085
(b) P(X >20) =P (Z > 1) =1-a (1) ~0.3085

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a fenti két kérdés a varhaté értékre szimmetrikus. Igy a
normalis eloszlas szimmetridjabodl is kovetkezik, hogy ezek a valdsziniiségek megegyeznek.

(c) Legyen Y a kévetkezd 10 év koziil azon évek szdma, amelyekben a hozam 20% felett van! Ekkor
Y ~ BIN(10; 0.3085). Igy a kérdezett valdsziniiség:

10
( ) ) -0.3085% - 0.69155.



Centralis hatareloszlas-tétel

Legyenek X7, X, ... fliggetlen, azonos eloszlast val6szintiségi valtozok, melyekre E(X;) = m, D(X;) =
s minden ¢ = 1,2,... esetén! Legyen S,, = X; + X5 + --- + X,,. Ekkor minden a € R konstansra

Sp,—n-m
i — < = .
hrrlnIP’( P _a) D(a)

Megjegyzés: A tétel mondanivaldja, hogy S, standardizéltjanak, azaz -nek az eloszlasa

Sp—n-m
Sy/N
nagy n esetén jol kozelithetd A(0, 1) standard normélis eloszldssal. Azaz S, eloszldsa nagy n esetén
kozelitéleg N (n-m, s%-n). Igy S,-re vonatkozé valészintiségi kérdéseket meg tudunk oldani a normalis

eloszlasnél tanultak segitségével.

Ennek specidlis esete, amikor X; ~ BER(p). Ekkor S,, ~ BIN(n,p), igy m = p, s = /p(1 — p).
Ezt nevezik de Moivre—Laplace-tételnek.

Ha S,, egy egészértékii valtozo, akkor pontosabb eredményt kapunk, ha folytonossagi korrekciét

hasznalunk, azaz P(S, = i) helyett P (i — 3 < S, < i+ 3)-vel szdmolunk.

8. feladat Szamos, gyermekek szamara készitett tarsasjitékban annyit kell elérelépniink a babuval,
mint ahanyast a kockaval dobtunk. Legyen n dobas utan a poziciénk S,,. Mi a kozelit6 valdsziniisége,
hogy 30 dobds utdn a poziciénk 90 és 120 kozé esik (a hatérokat is beleértve)? Egy kockadobés

szérésa /35/12.

Megoldasvézlat Egy kockadobas vérhaté értéke: & -(1+2+43+4+5+6) = 3.5, igy

folytonossagi

P(90 < S30 < 120) 5" P89 5 < Sa0 < 120.5) =

_p[895-380-35 Sy —30-35 _1205-30-35) cur
V30-4/35/12  /30-4/35/12  /30-+/35/12

31
~20 | — ) —1~0.8904
(\/350>

9. feladat Egy félvezetd chipeket gydrtd cég termékeinek 6.3%-a selejt. Ha a napi termelés mennyisége
2000 darab, mennyi a kozelité valoszinilisége annak, hogy koztiik 135-nél kevesebb selejt lesz?

Megoldasvazlat Jelolje S, az n termék koziil a selejtesek szamat! Ekkor

134.5 — 2000 - 0.063
v/2000 - 0.063 - 0.937

I[’D(SQOOO < 135) = P(SQOOO < 134.5) ~ o ( ) ~ 0.7823.

10. feladat Egy raktarban 101 ldda van, melyek stlyai egymastol fiiggetlen és — kg-ban mérve — a
(20,40) intervallumban egyenletes eloszldst valdszintiségi valtozdk. Egy 3 tonna teherbirdst teherautd
érkezik, melyre elkezdik felpakolni a ladakat. Becsiiljilk meg annak valdszintiségét, hogy mind a 101
lada felrakhat6 a teherautéral

Megoldasvazlat Legyen M egy lada tomege és S,, n lada Ossztomege! Ekkor M ~ UNI(20, 40), igy
E(M) = 30, D(M) = 2. Ebbdl
_3\/§

P(S < 3000) =~
(S1o1 ) (m

) ~ 0.3015.

11. feladat Adott 100 égénk, melyek élettartama egymastdl fiiggetlen exponencidlis eloszldsu, 5 éra
varhaté értékkel. Tegyiik fel, hogy az égéket egymas utan hasznaljuk, azonnal kicserélve azt, amelyik
kiégett.

(a) Becstiljiikk meg annak val6szinliségét, hogy 525 éra utdn még van miikods égénk!

(b) Becsiiljiik meg, hogy még hény égére van szitkségiink ahhoz, hogy 90%-os val6sziniiséggel 525
Ora utan is legyen miikk6do égénk!



Megoldasvazlat

(a) Legyen X egy égé élettartama és S, n ég6 osszélettartama! Ekkor X ~ EXP (%), igy

P(SIOO > 525) ~1— @(05) ~ 0.3085.

(b) Legyen n a sziikséges égbk szdma! Ekkor az kell, hogy
P(S, > 525) = 0.9,

vagyis standardizalva

S,—n-5 525 —5n
P —0.9.
( Vs hym >

Komplementert véve:
S5y

Hogy a jobb oldalon 1évé értéket megtaldljuk a tédblazatban, a ®(—x) = 1 — &(x) formulat kell
hasznélni, amibdl azt kapjuk, hogy

o (525 — 5n> — ol

525 — 5n

=®71(0.9) =1.28.
N (0.9)

A /n-es taggal beszorozva, négyzetre emelve, majd egy oldalra rendezve egy masodfoki egyen-
letet kapunk n-re: 25n2 — 5290.96n + 275625 = 0, aminek gytkei n; = 118.96 és ny = 92.68, de
ebbdl ny a négyzetre emelésnél bejovo hamis gyok, vagyis még kb 19 égot kell szerezniink.

12. feladat Egy gyar kétfajta érmét gydrt: egy igazsdgosat, és egy hamisat ami 55% eséllyel mutat
fejet. Van egy ilyen érménk, de nem tudjuk igazsdgos-e vagy pedig hamis. Ennek eldontésére a
kovetkezO statisztikai tesztet hajtjuk végre: feldobjuk az érmét 1000-szer, ha legalabb 525-szor fejet
mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk, ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobasok k6zo6tt, akkor az érmét
igazsdgosnak tekintjiik. Mi a valészinlisége, hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme
igazségos volt? Es ha hamis volt?

Megoldasvazlat Legyen I és H a dobott fejek szima az igazsdgos, illetve a hamis érme esetén! Ekkor
I ~ BIN(1000,0.5), H ~ BIN(1000, 0.55). Igy annak a valészinfisége, hogy a teszt téved:

24.5

P(I >525) =P >5245)~1—® | — | =~ 0.0606,
(1 529) =B > 5245)~1 -0 (75
—25.5

+/1000 - 0.55 - 0.45

P(H < 525) = P(H < 524.5) ~ & ( ) ~ 0.0526.

13. feladat Egy kollégiumban az iires féréhelyek szdma 150. Egy ide jelentkezé hallgaté 0.6 va-
l6szintiséggel felel meg a felvételi kovetelményeknek. Ha 240-en jelentkeznek, akkor mi a kozelit
valésziniisége, hogy a felvettek koziil senkit sem kell atiranyitani masik kollégiumba?

Megoldasvazlat Legyen X a felvettek szdma! Ekkor

150.5 — 240 - 0.6
v240-0.6-0.4

folyt. korr.

P(X < 150) P(X < 150.5) ~ ® ( > ~ 0.8051.



14. feladat Mennyi a val6sziniisége annak, hogy 50 db fiiggetlen azonos eloszlasi valészintiségi valtozd
osszege a [0, 30] intervallumba esik, ha egy ilyen valdszin(iségi valtozd eloszlésa a [0, 1] intervallumon

(a) egyenletes,

(b) f(x) = 2z slirliségfiggvény szerint alakul?
Megoldasvazlat Legyen X az adott részfeladatban szerepl6 egy darab valtozé és Ssg az 50 db 6sszege!
Mivel X nemnegativ, igy Sso is nemnegativ, igy annak a valészintiségét kell kiszamolni, hogy S50 < 30.

(a) Mivel X eloszldsa egyenletes, igy E(X) = 0.5, D?(X) = . Igy centralis hatdreloszlés tétellel:

30 — 25
P(S50 <30)~ @ | ——— =2 | = ®(2.45) = 0.9929.

(b) X véarhato értéke és szérasa definici6 alapjan szdmolhatoé:

0o 1
9 2
E(X) :_/x-f(x)dxzo/Qx dx:§,
E(X?) = /xz f(r)dx:/dedx:%,
—o0 0
D(X) = VE(XE) ~ B =/ 5.

Igy centralis hatdreloszlds tétellel:

2
30 — 50 - 2

P(S50 <30)~d | =3
V50 -/ 1

= ®(—2) = 0.0228.

15. feladat Egy kockat folyamatosan feldobunk addig, amig a dobédsok Gsszege meg nem haladja
a 300-at. Becsiiljiik meg annak a valdsziniiségét, hogy legaldbb 80 dobésra van ehhez sziikségiink!

Megoldasvazlat Legyen S, a dobédsok Gsszege n dobés utdn! Egy kockadobés varhaté értéke: 3.5,
szordsa /35/12. Pontosan akkor van sziikség legaldbb 80 dobésra, ha 79 dobds utdn az Osszeg még
kevesebb, mint 300. Ennek a valdsziniiségét tudjuk becsiilni a centralis hatdreloszlas tétellel (az
egyszerliség kedvéért most folytonossdgi korrekci6 nélkiil):

300 —79-3.5

V79 -/35/12

P(S79 < 300) ~ & ( > = 0.9394.



