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1. Linearis egyenletrendszerek

1.1. Feladatok: haromismeretlenes egyenletrendszerek

2019_03_06_zh1
(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.
3r 4+ 14z = —12
20 —y+ 92z = —-11
r—2y+22=—4

2019_05_20_pzhl
(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.
3r —4dy + 11z = -1
r—3y+2z=3
—4xr+3y—172 =6
2022_03_24_zhl1_A

(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.

r—3y+22=5
3z —8y+T72=10
—2x+y—6z=9

2022_03_24_zh1_B
(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az aldbbi egyenletrendszert.
r+2y—32=5
3z + Ty — 82z =10
20+ 6y — 2= -9

2023_10_04_zh1_A
(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.
20+ 5y +2z=—4
3x+y+4z=1
r—3y+2z2=5
2023_10_04_zh1_B
(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.
20+ 4y +22 =2
—3r+y+oz=1
r+3y+22=2

2023_12_11_pzhl
(5 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.
3 — 8y =—T
20 =3y +72=0
T —2y+2z=-1



2024_03_22_zh1l

(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.
4o + Ty + 72 =17
rz+3y—22=3
3z + Ty =11
2024_05_27_pzhl
(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.
r—3y—4z=2
or + 2z =4
dr+y+32=3

2024_09_30_zh1_A
(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.
dr—y+62= -3
2x 4y +5z=—3
r—3y—2z2=2
2024_09_30_zh1_B
(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.
20+ 5y —z=—3
r—2y+3z2=2
4+ 6y + 2= -3
2024_12 16_v

(5 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval a
3r—8y+4z=5

20—y +72=12
T—Yy+3z=5

linearis egyenletrendszert.

2025_10_06_zh1_A
(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.
20 —y+2=3
T+2y—z=-1
3r—y+22z=8
2025_10_06_zh1_B

(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.

2e+y—2=1
—zr+3y+22=11
r+4y—2=6

2025_12_15_pzhl
(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.
r+4y —22 =13
3r+2y+52=28
20 —y + 6z = -2



2026_01_09_v

(5 pont) Gauss-eliminaci6 alkalmazéasaval adjuk meg az alabbi egyenletrendszer ésszes megoldasat.

204+ Ty —2z=238
T+0y—82="7
3x+8y+1lz=7

2026_03_20_zh1

(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.

20 4+y—2=38
—3r—y+2z=-11
—2x+y+2z=-3

2026_06_01_pzh1

(4 pont) Oldjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszert.

20 —6y+52z=1
20 -5y +8z = -3
—4r+ 13y — 122z = —11

1.2. Feladatok: paraméteres egyenletrendszerek
2020_12 21 v

Hozzuk 1épcsds alakra az

r—3y+2z=1
20 = by + 72 =95
—2rx4+8y+az=0»b

egyenletrendszert, ahol x,y, z az ismeretlenek. Az a,b € R paraméterek mely értékeire van az egyenlet-
rendszernek pontosan egy megoldasa? A megoldast nem kell kiszamolni. A valaszt indokoljuk.

2025_01_24_v
(a) (3 pont) Hany megoldésa lehet egy harom egyenletbdl allo harom ismeretlenes linearis egyenletrend-
szernek? Mit mondhatunk az egyiitthatéméatrix determinansarol az egyes esetekben?

(b) (3 pont) Adjuk meg az a,b € R paraméterek értékét tigy, hogy az alabbi egyenletrendszernek végtelen
sok megoldasa legyen. A megoldésokat nem kell kiszamolni.
204+ 11y =7
20 + 6y — 202 =2
r+5y+az=>



1.3. Elméleti kérdések
2024 01 19 v

(a) Egy harom egyenletbdl allé harom ismeretlenre vonatkozo linearis egyenletrendszer esetén az egytitt-
hatoémaéatrix ismeretében mit mondhatunk az egyenletrendszer megoldasainak szamarol?

(b) A
3x+5y+2z=2
3z —2y+z=13
r+4dy+z2=-3

linearis egyenletrendszer esetén a megoldés kiszdmolasa nélkiil csak az egyiitthatomatrix segitségével

hatarozzuk meg, hany megoldasa lehet az egyenletrendszernek. Tudva, hogy az x =2,y = —2,2 =3
egy megoldasa az egyenletrendszernek, mennyi lehet a megoldasok szama?
2024_06_28_v

Tekintsiik a

20 +y+32=5
y+3z2=3

egyenleteket az x,y, z ismeretlenekre. Egészitsiik ki ezt egy-egy tovabbi egyenlettel ugy, hogy a kapott
harom egyenletbél allo egyenletrendszernek

(a) ne legyen megoldasa.
(b) pontosan egy megoldasa legyen.

(c) végtelen sok megoldasa legyen.

A megoldasokat nem kell kiszamolni.

2026_06_17_v
(a) (3 pont) Hany megoldasa lehet egy linearis egyenletrendszernek? Csak az egyiitthatomatrix alapjan
melyik megoldasszamot tudjuk biztosan azonositani?

(b) (3 pont) Egészitsiik ki az

r+3y+42=-5
y+2z2=1

egyenletrendszert tobbféleképpen tgy, hogy minden lehetséges megoldasszamokat megkapjuk.

2. Linearis terek

2.1. Elméleti kérdések
2019 06 21 v

Bézist alkotnak-e R3-ban a

(a) (2,2,2),(0,2,2);

(b) (3,0,0),(3,3,0),(3,3,3);

(c) (4,4,0),(4,0,4),(0,4,4),(4,4,4)

vektorok? A véalaszokat indokoljuk. Segitség: gondoljunk az adott vektorok altal feszitett paralelepipe-
donra.



2021 01._15 v A
Tekintsiik a

1 -3 -3 2
vi=|(3 ], vo=10], v3=13], u=|-1
-2 2 1 1

vektorokat. Tegyiik fel, hogy a fenti u vektor el6all a v, vy, v5 vektorok linearis kombinaciéjaként. Ekkor
valamely A1, A2, A3 € R szdmokkal fennall a

AUy + AUy + A3v3 =1

vektoregyenlgség. Irjuk fel a fenti vektoregyenldség harom komponensének megfelelé harom egyenletet a
vy, Vs, Us, u vektorok behelyettesitésével, amelyekben az ismeretlenek a Aj, A2, A3 szamok. Errsl a harom
egyenletbdl 4ll6 harom ismeretlenre vonatkozo linearis egyenletrendszerrsl a megoldas kiszamolasa nélkiil
hogyan ellendrizhets, hogy egyértelmi-e a megoldasa? A megoldas kiszamolasa nélkiil dontsiik el, hogy
ebben az esetben egyértelmii-e a megoldas. Fiigg-e az egyértelmtiség az u vektor valasztasatol?

2021 01 15 v B
Tekintsiik a

-2 2 1 1
U = 1 y Ug = -3 , Uz = -3 , u= 2
3 0 3 -1

vektorokat. Tegyiik fel, hogy a fenti u vektor el6all a vy, vy, v5 vektorok linearis kombinaciéjaként. Ekkor
valamely A1, A2, A3 € R szamokkal fennall a

A1) + AUy + A3v3 =1

vektoregyenlGség. Irjuk fel a fenti vektoregyenléség harom komponensének megfelelé harom egyenletet a
vy, Vs, Us, u vektorok behelyettesitésével, amelyekben az ismeretlenek a Aj, A2, A3 szamok. Errsl a harom
egyenletbdl 4ll6 harom ismeretlenre vonatkozo linearis egyenletrendszerrsl a megoldas kiszamolasa nélkiil
hogyan ellendrizhets, hogy egyértelmii-e a megoldasa? A megoldas kiszamolasa nélkiil déntsiik el, hogy
ebben az esetben egyértelmii-e a megoldas. Fiigg-e az egyértelmiiség az u vektor valasztasatol?

2024 _01_12_v
(a) Az uy,u,,us € R3 vektorokrol hogyan ellendrizhetd, hogy bazist alkotnak-e?
(b) A fenti feltétel alapjan dontsiik el, hogy az

1 1 1
w= (1], w=\12], u3=|2
1 2 3
vektorok az R? egy bazisa-e.
(c) Fejezziik ki a

3

v= |4

8

vektort az w;,u,, u; vektorok linearis kombinacidjaként. Ehhez oldjuk meg a linearis kombinéci6
egylitthatoira fennallo linearis egyenletrendszert.
2024_06_14_v
(a) Egy V vektortérben mikor mondjuk, hogy a vy, v,,...,v, vektorok bazist alkotnak?
(b) Bézist alkotnak-e R3-ban az (1,1,1), (1,2, 3) vektorok? A valaszt indokoljuk.
(c) Bazist alkotnak-e R3-ban az (1,1, 1), (1,2, 3), (4,3,2) vektorok? A vélaszt indokoljuk.
(d) Bazist alkotnak-e R3-ban az (1,1,1),(1,2,3),(3,3,4) vektorok? A valaszt indokoljuk.
2025_01_10_v
(a) (3 pont) Egy V vektortérben mit jelent, hogy az U C V részhalmaz alteret alkot?

(b) (3 pont) A V = R3 vektortérben alteret alkotnak-e az Uy = {(x,y,2) € R? : y = 0} és az Uy =
{(z,y,z) € R3 : y = 1} részhalmazok? A valaszt réviden indokoljuk.



2025_01_17_v
(a) (3 pont) Mit jelent, hogy néhany vektor bazist alkot a V' vektortérben?
(b) (1 pont) Bazist alkotnak-e az R? vektortérben az (1,2,3), (3,2,1) vektorok?
(c) (1 pont) Bazist alkotnak-e az R? vektortérben az (1,2,3), (3,2,1), (1,0,0) vektorok?
(d) (1 pont) Bazist alkotnak-e az R? vektortérben az (1,2,3), (3,2,1), (1,0,0), (1,1,1) vektorok?
A valaszokat réviden indokoljuk.
2026_01_23 v

(a) (2 pont) Mit jelent, hogy a V vektortérben az u,,...,u, vektorok bazist alkotnak?
(b) (4 pont) Adottak R3-ban az

2 1 -2 1
w=1|-5], uy =11/, us=13 1, v=[-12
3 4 —4 —4

vektorok. Dontsiik el az alabbiak szerint, hogy v kifejezhets-e az w,, uy, us vektorok linearis kom-
binaciéjaként. Tekintsiik a linearis kombinacioként valod elallitas v = Ajuy + Aauy + Asug vektor-
egyenletét, amelyben v, u;, uy, u; a fent adott vektorok, A1, A2, A3 pedig az ismeretlenek. Irjuk fel a
fenti vektoregyenlet komponenseit egy linearis egyenletrendszerként a Aq, Ao, A3 ismeretlenekre. Az
egyenletrendszer megoldasa nélkiil csak az egyiitthatomatrix segitségével dontsiik el, hogy az egyen-
letrendszernek hany megoldasa van.

2026_06_09_v
(a) (3 pont) Hogyan értelmezziik egy V' vektortér egy bazisat?
(b) (3 pont)
i. Bézist alkotnak-e R3-ban a (2,0,0), (0,1, 1) vektorok?
ii. Bazist alkotnak-e R3-ban a (2,0,0), (0,1,1), (2,1, —1) vektorok?
iii. Bazist alkotnak-e R3-ban a (2,0,0), (0,1,1), (2,1,—1), (0,0,1) vektorok?
2026_06_25_v
(a) (3 pont) Mit értiink a V' vektortér egy U alterén?
(b) (3 pont) Alteret alkotnak-e az R? vektortérben az

U :{(x,y,z)x—|—2y—3z:0},U2:{(x,y,z)x+2y—3z:2},U3:{(x,y,z)x2+2y—3z:0}

halmazok?

3. Vektorialis szorzat

3.1. Feladatok
2021 01 22 v A

Keressiink az R? térben harom egymésra paronként merdleges vektorbol allo6 bézist az alabbiak szerint.
Legyen v; = (1,1,1) és u = (1,2,3). Bontsuk fel az u vektort a v;-gyel parhuzamos és ra mergleges
komponensek Osszegére. A merdleges komponenst jeloljlik v,-vel. A harmadik meréleges vektort a vy =
v, X vy vektoridlis szorzatként allitsuk eld.

2021 0122 v. B

Keressiink az R3 térben harom egymasra paronként merdleges vektorbol allo bazist az alabbiak szerint.
Legyen v, = (1,1,1) és u = (3,2,1). Bontsuk fel az u vektort a v;-gyel parhuzamos és ra mergleges
komponensek Osszegére. A meréleges komponenst jeloljiik v,-vel. A harmadik meréleges vektort a vy =
v, X vy vektoridlis szorzatként allitsuk eld.



2024 _01_19_v

Adottak a
2 5

v = 1 ) u= 2
-2 -3
vektorok. Bontsuk fel az u vektort a v,-gyel parhuzamos és ra meréleges komponensek Gsszegére, majd a
merdleges komponenst jeloljiik v,-vel. Legyen vs a v, és v, vektorok vektorialis szorzata. Ellendrizziik,
hogy v;,v,,v; paronként meréleges vektorok.

2025_01_24 v

(a) (2 pont) Adottak az u; = (1,2,3) és uy, = (3,—3,1) egymasra merdleges vektorok. Vélasszunk egy
olyan u, vektort, amely merdleges u;-re és uy-re is, és szdmoljuk ki u; koordinatait.

(b) (3 pont) Legyen v = (18, —5, —12). Allitsuk el a v vektort az u,, u,, u; bazisban az alabbiak szerint.
Bontsuk fel v-t az u;-gyel parhuzamos és ra meréleges komponensek Osszegére. Ezutdn a merdleges
komponenst bontsuk fel u,-vel parhuzamos és ra merdleges komponensek dsszegére.

2025_12_17_v
(5 pont) Adott a v; = (2,—-1,1) és az u = (—2,5, —3) vektorok a térben. Szamitsuk ki az u vektornak a
v,;-gyel parhuzamos és merdleges komponenseit. Jelolje a meréleges komponenst v,. Hatarozzuk meg a
Vg3 = Uy X Uy vektoridlis szorzassal adott vektor koordinatait. Végiil skalaris szorzassal ellenérizziik, hogy
a vy, Vs, g vektorok paronként merdlegesek egymaésra.

2026_06_01_pzh1l

(24+2+2+1 pont) Adottak a térben az A(1,1,1), B(6,3,—3) és C(7,5,—2) pontok.
(
(

a) Irjuk fel annak a D pontnak a koordinatait, amellyel az ABDC pontok egy paralelogramma csticsai.

A (b) feladat eredményének segitségével irjuk fel az A, B, C, D pontokat tartalmazo sik egyenletét.

(c

)
b) Széamitsuk ki az AB és AC vektorok vektorislis szorzatét.
)
(d) Mekkora az ABDC paralelogramma teriilete?

3.2. Elméleti kérdések
2019 06 21 v

(a) Melyek az u,v € R3 vektorok vektorilis szorzatanak definialo tulajdonsagai (hossz, irdny, allas)?
(b) A képletgytijtemény alapjan szamoljuk ki az u = (5,—1,1) és v = (4, —3,2) vektorok vektorialis
szorzatat, majd ellendrizziik a definiciéban szerepls merglegességeket skalaris szorzassal.
2021_01_08_v_A
(a) Szamitsuk ki az u = (2,0, —1) és v = (1,2, —1) vektorok vektorialis szorzatat.
(b) Ellendrizziik az u x v vektorialis szorzat definiciojaban szereplé merdlegességi tulajdonsagot.

(¢) Szamitsuk ki az u és v vektorok skalaris szorzatabol az altaluk bezart szog koszinuszat, majd ebbdl
a sz0g szinuszat.

(d) Ellendrizziik, hogy a fenti u és v vektorok esetén teljesiil az u x v definiciojaban szerepld, a vektorialis
szorzat hosszara vonatkozo Osszefiiggés.

2021_01_08_v_B
(a) Szamitsuk ki az u = (0,—1,2) és v = (2,—1,1) vektorok vektorialis szorzatat.
(b) Ellendrizziik az u x v vektorialis szorzat definiciojaban szereplé merdlegességi tulajdonsagot.

(¢) Szamitsuk ki az u és v vektorok skalaris szorzatabol az altaluk bezart szog koszinuszat, majd ebbdl
a sz0g szinuszat.

(d) Ellendrizziik, hogy a fenti u és v vektorok esetén teljesiil az u x v definiciojaban szerepld, a vektorialis
szorzat hosszara vonatkozo Gsszefiiggés.



2021_01_08_v_C
(a) Szamitsuk ki az u = (1,—-2,0) és v = (1, —1, —2) vektorok vektorialis szorzatat.
(b) Ellendrizziik az u x v vektorialis szorzat definiciojaban szereplé merdlegességi tulajdonsagot.
(¢) Szamitsuk ki az u és v vektorok skalaris szorzatabol az altaluk bezart szog koszinuszat, majd ebbdl

a sz0g szinuszat.

(d) Ellendrizziik, hogy a fenti u és v vektorok esetén teljesiil az u x v definicidjaban szerepld, a vektorialis
szorzat hosszara vonatkozo Osszefiiggés.

2022 _06_15_v

(a) Adott u,v € R3 vektorok esetén hogyan jellemezhetjiik a u x v vektoriélis szorzat iranyat, nagysigat
és allasat?

(b) Az u=(1,2,0) és v = (3,1, 1) vektorok esetén szdmoljuk ki a vektorialis szorzatukat, majd hataroz-
zuk meg az u és v altal bezart o szog szinuszat. Az w és v skalaris szorzatanak segitségével szamoljuk
ki a bezéart szog koszinuszat. Veégiil ellendrizziik a sin® o + cos? o = 1 Gsszefiiggést.

2023 _12 20 v
(a) Az a,b,c € R? vektorok esetén hogyan szamithato ki az altaluk feszitett paralelepipedon térfogata?

(b) Végezziik el ezt a szamitast az 5 s
a= 1 ) b =10 s c= 2
-2 1 2

esetben.

(c) Vegyiik észre, hogy az a és b altal feszitett oldalhoz tartozo magassag nem valtozik, ha c-hez a-t vagy
b-t hozzaadjuk, igy a térfogat is valtozatlan marad. Szamoljuk ki az 4j a,b,c + a és a,b,c + b altal
feszitett paralelepipedonok térfogatat is.

(d) A determinans milyen tulajdonsiaga miatt tudhato a fenti eredmény szamolas nélkiil is?

2024_01_26_v
(a) Mik az u x v vektorialis szorzat definialé tulajdonsagai (irany, nagyséag, allas)?
(b) Legyen
2 1
u= 1 ’ v=13 )
-3 2
és jelolje o az u és v vektorok szogét. Szamoljuk ki az u x v vektorialis szorzatot, majd ebbdl
hatarozzuk meg sin a-t. Szamoljuk ki az (u,v) skalaris szorzatot, majd ebbdl hatarozzuk meg cos a-
t. Ellendrizziik a sin® o 4 cos? a = 1 egyenlGséget.

2024_12_16_v
(a) (3 pont) Milyen tulajdonségokkal értelmezziik két R3-beli vektor vektoriélis szorzatat (hossz, irany,
allas)?
3 1
(b) (3 pont) Szamoljuk ki az u = | =2 | és v = | 1| vektorok vektorialis szorzatat, majd skaléris
2 1
szorzassal ellendrizziik az irdnyra vonatkozo feltételt ebben az esetben.
2026_01_09_v

(a) (2 pont) Milyen tulajdonsigok értelmezik az R3-beli u és v vektorok u x v vektorialis szorzatat?

(b) (2 pont) A fenti tulajdonsagok segitségével allapitsuk meg, hogyan viszonyul egymashoz az u x v és
a v x u vektorialis szorzat?

2 1
(¢) 2pont) Azu=|1] ésv= 0] esetén szamoljuk ki az u X v és a v X u vektorialis szorzatokat.
0 1



2026_06_01_v
(a) (3 pont) Hogyan értelmezziik az u,v,w € R? vektorok vegyesszorzatat? (A kiszamitas modjat nem
kell leirni.) Mi a vegyesszorzat geometriai jelentése?

(b) (3 pont) Legyen

2 4 1
u=|-3], v=1\2], w= |2
1 3 1

Szamitsuk ki el6szor az u X v vektorialis szorzatot, majd ennek segitségével az uvw vegyesszorza-
tot. Ellenérizziik, hogy az eredmény megegyezik-e azzal az értékkel, amelyet a vegyesszorzatra a
determinéans kiszamolasaval kaphatunk?

4. Matrixok

4.1. Feladatok: determinans, inverz

2019_05_20_pzhl
(5 pont) Tekintsiik az

5 -1 1
A=13 7 1 b=(2 -1 0)
5 -2 1

matrixot és sorvektort. Hatarozzuk meg az A matrix determinansat. Szamoljuk ki az A~!
inverzmatrixot, majd a bA~! szorzatot.

2019_05_28_v
o 2 —4
Tekintsiik
et a7 A=(3 -1 1) B=<2 1) C=(1 1
0 1
matrixokat. 5 0

(a) Amelyik matrixnak létezik az inverze, azt szdmoljuk ki.
(b) A kilenc lehetséges XY matrixszorzas koziil, ahol X és Y a fenti hdrom matrix valamelyike (X és Y
azonos is lehet), szamoljuk ki azokat, amelyek értelmezettek.

2020_10_19_zh1_A_1
(5 pont) Tekintsiik az

2 1 -4 1
A=|-3 -2 -1 v= 11
3 2 2 0

matrixot és oszlopvektort. Hatarozzuk meg az A matrix determinansat. Szamitsuk ki az A~! inverzmat-
rixot és a A~y méatrixszorzatot.

2020_10_19_zh1_B_1
(5 pont) Tekintsiik az

32 1 1
A=[2 1 -4 v=[1
3 2 2 0

matrixot és oszlopvektort. Hatarozzuk meg az A matrix determinansat. Szamitsuk ki az A~! inverzmat-
rixot és a A~1v matrixszorzatot.
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2020_10_19_zh1_C_1
(5 pont) Tekintsiik az

2 4 1 1
A=[-3 1 =2 v=|1
3 -2 2 0

matrixot és oszlopvektort. Hatarozzuk meg az A matrix determinansat. Szamitsuk ki az A~! inverzméat-
rixot és a A~'w matrixszorzatot.

2020_10_19_zh1_D_1
(5 pont) Tekintsiik az

2 3 3 1
A=|[-1 —2 -3 v=|1
-4 1 2 0

matrixot és oszlopvektort. Hatérozzuk meg az A méatrix determinansat. Szamitsuk ki az A~! inverzmat-
rixot és a A~1v matrixszorzatot.

2020_12_14_pzhl_A_1
(4 pont) Tekintsiik az
3 3 -2
A=1|1 5 3
2 0 -3

métrixot. Hatérozzuk meg az A matrix determinanséat, majd szamitsuk ki az A~! inverzmatrixot.

2020_12_14_pzhl_B_1
(4 pont) Tekintsiik az

5 3 1
A=|0 -3 2
3 -2 3

matrixot. Hatarozzuk meg az A matrix determinansat, majd szamitsuk ki az A~! inverzmaétrixot.

2022_06_15_v_4

Adottak az
3 1 =2 3 2
A=10 -1 1}, u=1|(2], v=1|3
0 0 1 1 1

matrix és vektorok. Szamoljuk ki a A matrix inverzét majd az u” A~ v szorzatot.

2023_10_04_zh1_A
(4 pont) Szamitsuk ki az

-1 0 O
A=112 1 0
-2 3 1
matrix inverzét.
2023_10_04_zhl_B
(4 pont) Szamitsuk ki az
1 -2 3
A=10 -1 2
0 0 1

métrix inverzét.

11



2023_12_11_pzhl
(5 pont) Szamitsuk ki az

1 1 -1
A=12 1 2
4 2 5
matrix A~ inverzét.
2024 _01_19 v
Adottak az

2 -5 3 0
A=|-1 3 1|, e=|0
1 4 5 1

matrix és vektor. Szamitsuk ki az A~! inverzmétrixot és az el A~le, szorzatot.

2024_03_22 zhl1_A
(5 pont) Tekintsik az

3 1 2 0
A=[-2 3 1|, wv=[1
2 5 4 2

matrixot és vektort. Szamitsuk ki az A matrix determinansat és inverzét majd az A~'v szorzatot.

2024_03_22_zh1l B
(5 pont) Tekintsiik az

3 1 2 0
A=|-2 3 1|, wv=|1
2 5 4 2

matrixot és vektort. Szamitsuk ki az A matrix determinansat és inverzét majd az A~'v szorzatot.
2024_05_27_pzhl
(5 pont) Szamoljuk ki az

3 5 -1
A=11 2 -1
2 0 3

matrix determinansat és inverzét.

2025_10_06_zh1_A
(5 pont) Tekintsiik az

1 2 1 2
A=(0 1 1], v=|-3
1 0 1 —4

maétrixot és vektort. Szamoljuk ki az A~! inverzmatrixot és az A~ 'v szorzatot.

2025 _10_06_zhl1 B
2 1 -3 2
A=l0o 1 2|, w=|[1
1 3 4 —1

(5 pont) Tekintsiik az

matrixot és vektort. Szamoljuk ki az A~! inverzmatrixot és az A~'v szorzatot.
2025_12_15_pzhl

(5 pont) Szamoljuk ki az

matrix determinansat és inverzét.
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2026_03_20_zh1_A

(5 pont) Tekintsiik az
-1 1 2

3
A=11 3 -1|, ov=|[-4
3 2 0 -1

matrixot és vektort. Szamoljuk ki az A~! inverzmatrixot és az A~y szorzatot.

2026_03_20_zh1_B
(5 pont) Tekintsiik az

3 -1 1 2
A=(1 3 -1], wu=[-4
3 2 0 -1

matrixot és vektort. Szdmoljuk ki az A~! inverzmatrixot és az A~'v szorzatot.

2026_06_01_pzhl
(5 pont) Tekintsiik az

1 —4 4 2
A=[2 1 4 b= | -1
1 -6 5 3

matrixot és oszlopvektort. Hat4drozzuk meg az A méatrix determinansat. Szamoljuk ki az A~! inverzmét-
rixot, majd az A~1b szorzatot.

4.2. Feladatok: inverz létezése paramétertol fiiggoen

2022_05_23 pzhl_1
(5 pont) Tekintsiik az

2 0 -3
A=11 1 2
3 2 p

métrixot, amelyben p € R valos paraméter. A p paraméter fiiggvényében hatarozzuk meg az A
métrix determinansat. A p mely értéke esetén lesz a determinans értéke —17 A p ezen valasztasa
esetén szamoljuk ki az A~! inverzmatrixot.

2024_09_30_zh1_A
(2+3 pont) Tekintsiik az

5 3 1
A=12 -1 1
p o5 0

maétrixot, ahol p € R valés paraméter.
(a) A p paraméter mely értékére nem létezik az A matrixnak inverze?
(b) Véalasszuk p-t tgy, hogy az A matrix determinansa 1 legyen. Ezen valasztas mellett szamoljuk ki az A~!
inverzmétrixot.

2024_09_30_zh1_B
(243 pont) Tekintsiik az

b

I
== O
N O
" w Gt

matrixot, ahol p € R valos paraméter.
(a) A p paraméter mely értékére nem létezik az A matrixnak inverze?
(b) Vélasszuk p-t tigy, hogy az A matrix determindnsa 1 legyen. Ezen valasztas mellett szamoljuk ki az A~}
inverzmaétrixot.
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2024_12_09_pzhl

(5 pont) Tekintsiik az 4 -7 2
A=11 p 3
2 -5 -1

matrixot, ahol p € R valés paraméter. Hatarozzuk meg az A matrix determinénsat. A p paraméter mely
értékeire létezik az A méatrix inverze. Szamoljuk ki az A~! inverzmatrixot abban az esetben, amikor A
determinansa 1.

4.3. Feladatok: sajatérték, sajatvektor, diagonalizalas

2020_10_19_zh1 A 4
3 1
(1)

(5 pont) Szamitsuk ki az
matrix sajatértékeit és egy-egy hozzajuk tartozé sajatvektort.

2020_10_19_zh1_B_4
3 2
4= 3)

(5 pont) Szamitsuk ki az
matrix sajatértékeit és egy-egy hozzajuk tartozé sajatvektort.

2020_10_19_zh1_C_4
4 1
=)

(5 pont) Szamitsuk ki az
matrix sajatértékeit és egy-egy hozzajuk tartozo sajatvektort.

2020_10_19_zh1 D _4
4 2
A=)

(5 pont) Szamitsuk ki az
matrix sajatértékeit és egy-egy hozzajuk tartozé sajatvektort.

2020_12_14_pzhl A _4
1 2
A=)

(5 pont) Szamitsuk ki az
maétrix sajatértékeit és egy-egy hozzajuk tartozo sajatvektort.

2020_12_14_pzh1 B 4
4 2
A=)

(5 pont) Szamitsuk ki az
matrix sajatértékeit és egy-egy hozzajuk tartozé sajatvektort.
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2021_01_08_v_A

Végezziink ortogonalis diagonalizaciot az

4 3
=)
matrixon, azaz irjuk fel A = PDPT alakban, ahol P ortogonalis, D pedig diagonélis matrix. Ennek

segitségével szamoljuk ki az A0 métrixot.

2021_01_08_v_B

Végezziink ortogonalis diagonalizaciot az

4 =3
(4 5)
matrixon, azaz irjuk fel A = PDPT alakban, ahol P ortogonalis, D pedig diagonalis matrix. Ennek

segitségével szamoljuk ki az A matrixot.

2021_01_08_v_C

Végezziink ortogonalis diagonalizaciot az

-4 3
=9
matrixon, azaz irjuk fel A = PDPT alakban, ahol P ortogonalis, D pedig diagonalis matrix. Ennek
segitségével szamoljuk ki az A matrixot.

2021_01_08_v_D

Végezziink ortogonalis diagonalizaciot az

-4 -3
=G 7)
matrixon, azaz irjuk fel A = PDPT alakban, ahol P ortogonalis, D pedig diagonalis métrix. Ennek
segitségével szamoljuk ki az A'® matrixot.

2021_01_22 v_A
Diagonalizaljuk az
1 -1
= )
matrixot, azaz irjuk fel A = PDP~! alakban, ahol D diagonalis matrix. Szamoljuk ki a P~! inverzmét-
rixot is.
2021_01_22 v_B
Diagonalizéljuk az
4 -1
=)

matrixot, azaz irjuk fel A = PDP~! alakban, ahol D diagonalis matrix. Szamoljuk ki a P~! inverzmat-
rixot is.

2021_01_22 v_C

Diagonalizaljuk az

= 4)

matrixot, azaz irjuk fel A = PDP~! alakban, ahol D diagonalis matrix. Szamoljuk ki a P! inverzmét-
rixot is.
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2022_05_23_pzhl_4
(5 pont) Szamitsuk ki az
2 3
A =
(o 5)
matrix sajatértékeit és egy-egy hozzajuk tartozo sajatvektort.

2022 06_15_v_5
6 2
4= 3)

Az
métrixnak az (12> és (?) vektorok sajatvektorai. Ennek segitségével ortogonalisan diagonalizaljuk az

A maétrixot, azaz irjuk fel A = PDPT alakban alkalmas P ortogonalis és D diagonalis matrixokkal. Az
elébbiek felhasznéalasaval irjuk fel az A'? matrixhatvanyt harom méatrix szorzataként, amelyeket kiilon-
kiilon meg kell adni, de a szorzatukat mar nem kell kiszadmolni.

4.4. Elméleti kérdések

2019 06 04 v
Tekintsiik az

1 1 1 1 2 2

=) m=(a) =) ()

matrixokat és vektorokat.

(a) Mit mondhatunk annak a kétismeretlenes két egyenletbsl allo linearis egyenletrendszernek a megol-
désai szaméarol, amelyrsl csak annyit tudunk, hogy az egyiitthatémaéatrixa a fenti A matrix? Mi a
helyzet akkor, ha az egylitthatomaéatrix a fenti B?

(b) Hogyan pontosithatjuk a megoldasszamra vonatkozo informacionkat, ha megtudjuk, hogy az egyen-
letrendszer jobb oldalainak vektora a fenti ¢ vektor? Es ha a fenti d vektor?

2025_12_17_v
(a) (3 pont) Irjuk fel, hogyan fejtjiik ki a 3 x 3-as A matrix determinansat a méasodik sora szerint. A matrix
i-edik sordnak j-edik elemét jelolje a;;. A valasz tartalmazhatja 2 x 2-es matrixok determinénsat,
azt nem kell kifejteni.
(b) (3 pont) Fejtsiik ki az
5 1 0
A= 2 3 4
-2 1 1
maétrix determinansat a masodik sora szerint. A valaszban szerepld 2 x 2-es matrixok determinansat
is szamoljuk ki, és hatarozzuk meg a végeredményt.

2026_01_30_v
(a) (3 pont) Hogyan értelmezziik egy A négyzetes matrix inverzét? (A kiszamitas modjat nem kell leirni.)
Hogyan ellendrizhetd, hogy egy A négyzetes matrixnak létezik-e az inverze?

(b) (3 pont) Az
A= (—21 —42)’ b= (—31 —42)

maétrixok koziil melyiknek van inverze? Szamoljuk ki, amelyiknek van.
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5. Linearis transzformaciok

5.1. Feladatok: forgatasok, nyijtasok, tiikkrozések matrixai
2019_03_06_zh1

(5 pont) Irjuk fel annak a térbeli linearis transzformacionak az A métrixat, amely az yz sikban
az origd koril m szoggel forgat, = irdnyban pedig 2-szeresére nyujt. A kapott matrixszal valo
-2
szorzassal szamoljuk ki a [ 1 | vektor képét.
4

2019_05_20_pzh
(5 pont) Irjuk fel annak a térbeli linearis transzformacionak az A matrixat, amely minden vektort
2
az y = —z sikra tiikkréz. A kapott matrixszal valé szorzéssal szamoljuk kia | 9 | vektor képét,
-1
majd az eredményiil kapott vektort Gjra szorozzuk be a transzforméacié matrixaval.

2020_10_19_zh1_A
(5 pont) Irjuk fel annak a térbeli linearis transzformacioénak az A matrixat, amely az zy sikban az origo

koriil 3w /4 szdggel forgat, z irdnyban pedig —2-szeresére nytujt. Szamoljuk ki a kapott matrix determi-
nansat.

2020_10_19_zh1_B

(5 pont) Irjuk fel annak a térbeli linearis transzforméacionak az A matrixat, amely az zy sikban az origo
koriil 5m/4 szoggel forgat, z irdnyban pedig —3-szorosara nyujt. Szamoljuk ki a kapott matrix determi-
nansat.

2020_10_19_zh1_C

(5 pont) Irjuk fel annak a térbeli linearis transzformaciénak az A matrixat, amely az yz sikban az origo
koriil 57/4 szoggel forgat, z iranyban pedig —2-szeresére nyijt. Szamoljuk ki a kapott méatrix determi-
nansat.
2020_10_19_zh1_D

(5 pont) Irjuk fel annak a térbeli linearis transzformacionak az A maétrixat, amely az yz sikban az origo
koriil 37/4 szoggel forgat, z iranyban pedig —3-szorosara nyuajt. Szamoljuk ki a kapott méatrix determi-
nansat.

2021 _01_15_v_A

Irjuk fel annak az R3-beli linearis transzformacionak az A matrixat, amely minden vektort az x tengely
koriil 7/2 szoggel megforgat olyan iranyban, hogy az y tengely pozitiv felét a z tengely pozitiv felébe
viszi. Szamitsuk ki a kapott A matrix determinansat és inverzét. Milyen transzformacié matrixa az A~!
inverzmétrix?

2021_01_15_v_B

Irjuk fel annak az R3-beli linearis transzformacionak az A matrixat, amely minden vektort az x tengely
koriil 7/2 szoggel megforgat olyan iranyban, hogy a z tengely pozitiv felét az y tengely pozitiv felébe
viszi. Szamitsuk ki a kapott A matrix determinansat és inverzét. Milyen transzformacié matrixa az A~!
inverzméatrix?

2022_03_24_zhl1_A

(3+2 pont)

(a) Irjuk fel annak az R? térbeli linearis transzformaciénak az A métrixat, amely az x = y sikra
tiikroz.

(b) Szamitsuk ki az A~! inverzmatrixot.
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2022_03_24_zh1 B
(3+2 pont)

(a) Irjuk fel annak az R3 térbeli linearis transzformécionak az A matrixat, amely az y = z sikra
tiikroz.

(b) Szamitsuk ki az A~! inverzmatrixot.

2023_12_11_pzhl

(5 pont) Irjuk fel annak az R? sikbeli linearis transzformaciénak az A matrixat, amely az origo
koriil az oramutatd jarasaval ellentétes iranyban 7/6 szoggel forgat. Szamitsuk ki a kapott A
métrix determinansat. Segitség: hasznéljuk a sin7/6 = 1/2 és cos /6 = \/3/2 Osszefiiggéseket.

2024 01_12_ v
Irjuk fel annak az R? térbeli linearis transzformacionak az A matrixat, amely az 2y sikban 7/2 szoggel
forgat, a z iranyban pedig haromszorosara nyujt. Szamitsuk ki a kapott A matrix A~! inverzmatrixat.

2024_05_27_pzh

(5 pont) Legyen A az R3 tér azon lineéris transzformécidjanak matrixa, amely az xz sikban /2

szoggel forgat olyan mddon, hogy az x tengely pozitiv irdnya a z tengely pozitiv irdnyaba megy at,

az y koordinatairanyban pedig a transzformacio 1/2-szeresére zsugorit. Irjuk fel az A maétrixot és a
3

v = | 2| vektor képét a transzformacional.
5

2024_09_30_zh1_A
(5 pont) Legyen A az R? tér azon linearis transzformaciojanak a matrixa, amely az xz sikban 7/2 széggel forgat
ugy, hogy az = tengely pozitiv felét a z tengely pozitiv felébe viszi, az y iranyban pedig —1/2-szeresére zsugorit.
3
Irjuk fel az A matrixot, és szamoljuk ki az u = | —2 | vektor képét.
5

2024_09_30_zh1_B

(5 pont) Legyen A az R3 tér azon lineéris transzformacidjanak a matrixa, amely az yz sikban 7 /2 szoggel forgat

agy, hogy a z tengely pozitiv felét az y tengely pozitiv felébe viszi, az x irdnyban pedig 3-szorosara nyuajt. Irjuk
4

fel az A matrixot, és szamoljuk ki az w = | 1 | vektor képét.
—2

2024_12_09_pzhl

(5 pont) Irjuk fel annak az R? térbeli lineéris transzformacionak az A métrixat, amely tetszéleges vektorhoz
annak az x 4+ z = 0 sikra vett tiikkorképét rendeli. Ezen A matrixszal vald szorzas segitségével szamoljuk ki,
5
mit rendel a transzformacié az [ —2 | vektorhoz, ill. az eredményiil kapott vektorhoz.
-3

2025_10_06_zh1_A

(5 pont) Legyen A az R? tér azon linearis transzformaciojanak a matrixa, amely az xz sikra tiikroz. Irjuk fel az
5

A matrixot, és szamoljuk ki az uw = | —2 | vektor képét, majd a képvektor képét is.
4

2025_10_06_zh1_B

(5 pont) Legyen A az R3 tér azon linearis transzformaciéjanak a matrixa, amely az yz sikra tiikroz. Irjuk fel az
3

A matrixot, és szamoljuk ki az u = | 6 | vektor képét, majd a képvektor képét is.
—4

18



2025_12_15_pzh
(5 pont) Legyen A az R3 tér azon lineéris transzforméaciojdnak matrixa, amely a z tengely koriil
7 /2 szoggel forgat olyan modon, hogy az y tengely pozitiv irdanya az x tengely pozitiv irdnyaba
megy at, a z iranyban pedig a transzformacié 3-szorosan nyujt. Irjuk fel az A matrixot és a
-1
v= | 3 | vektor képét a transzformécional.
2

2026_03_20_zh1_A
(5 pont) Legyen A az R3 tér azon lineéris transzformaciéjanak a matrixa, amely az xz sikban 7 szoggel forgat az
x tengely pozitiv felét a z tengely pozitiv felébe vive iranyban, az y irdnyban pedig a vektorok allasat megforditja,
2
hosszat haromszorosara nyujtja. Irjuk fel az A matrixot, és szamoljuk ki az u = | —1 | vektor képét.
3

2026_03_20_zhl B

(5 pont) Legyen A az R? tér azon linearis transzformacidjanak a matrixa, amely az zz sikban 7 szoggel forgat az
x tengely pozitiv felét a z tengely pozitiv felébe vivé iranyban, az y irdnyban pedig a vektorok allasat megforditja,
2
hosszat haromszorosara nytjtja. Irjuk fel az A matrixot, és szamoljuk ki az uw = | —1 | vektor képét.
3

2026_06_01_pzh1

(4 pont) Irjuk fel annak a térbeli linearis transzformacionak az A matrixat, amely minden vektort az
2

y = —ax sikra tiikkroz. A kapott méatrixszal valé szorzéssal szamoljuk ki a [ 9 | vektor képét, majd az
-1

eredményiil kapott vektort Gjra szorozzuk be a transzformacié matrixaval.

5.2. Feladatok: vetitések matrixai
2020_12_14_pzhl_A

(2+2+2 pont) Legyen v = (;)

(a) Tekintsiik az vektor felbontasat a w-vel parhuzamos és ra merdleges komponensek sszegére.

1
0
Szamoljuk ki ezek koziil a parhuzamos komponenst.

(b) Tekintsiik a vektor felbontasat a v-vel parhuzamos és ra merdleges komponensek Osszegére.

0
1
Szamoljuk ki ezek koziil a parhuzamos komponenst.

(c) Trjuk fel az R? sikban a v vektor egyenesére valo meréleges vetités matrixat.

2020_12_14_pzhl B

(24242 pont) Legyen v = (?)

(a) Tekintsiik az vektor felbontasat a v-vel parhuzamos és ra meréleges komponensek Osszegére.

1
0
Szamoljuk ki ezek koziil a parhuzamos komponenst.
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0 .
1 vektor felbontasat a v-vel parhuzamos és ra merdleges komponensek Gsszegére.
Szamoljuk ki ezek koziil a parhuzamos komponenst.

(b) Tekintsiik a

(c) Irjuk fel az R? sikban a v vektor egyenesére valo merdleges vetités matrixat.

2022_05_23_pzh
(5 pont) Irjuk fel annak az R? sikbeli lineéris transzformacionak az A matrixat, amely merdlegesen
vetit az x + y = 0 egyenletii egyenesre. Ezen A métrixszal valo szorzas segitségével szamoljuk

2 . .
> vektorhoz. Milyen vektort kapunk a transzformacio

ki, mit rendel a transzforméacié a v = ( 4

ajboli alkalmazasaval?

2023_10_04_zh1_A

1 1 0 0
(442 pont) Tekintsik av=|[2],e;,=[0]|,es=1|1],e3=|0| vektorokat a térben.
2 0 0 1

(a) Szamitsuk ki a v vektornak az e;-gyel parhuzamos komponensét az e,-gyel parhuzamos és ra merdleges
komponensekre valo felbontasban.! A merdleges komponenst nem kell kiszamolni. Végezziik el ugyanezt
az ¢, helyett az e, ill. e; vektorokkal kiilén-kiilon.

(b) A fentiek segitségével frjuk fel annak a térbeli linearis transzformacionak a matrixat, amely merdlegesen
vetit a v vektor egyenesére.

2023_10_04_zh1 B

2 1 0 0
(442 pont) Tekintsik av=[1],e,=[0],es =11, e3= | 0| vektorokat a térben.
2 0 0 1

a) Szamitsuk ki a v vektornak az e;-gyel parhuzamos komponensét az e,-gyel parhuzamos és r& mergleges

Szamitsuk ki kt k 1 1 parh k ét 1 1 parh és ré 61
komponensekre valo felbontasban.! A meréleges komponenst nem kell kiszamolni. Végezziik el ugyanezt az
e, helyett az e, ill. e; vektorokkal kiilon-kiilon.

(b) A fentiek segitségével irjuk fel annak a térbeli linearis transzformacionak a matrixat, amely merdlegesen
vetit a v vektor egyenesére.

2026_01_23_v

(5 pont) Az R? sikban frjuk fel az origon d&tmens u = (3,—4) vektorral parhuzamos egyenesre valo
meréleges vetités matrixat. Ehhez az R? tér standard béazisvektorainak képét tgy kaphatjuk meg, hogy
mindegyiket felbontjuk az w-val parhuzamos és ra meréleges komponensek Osszegére. A transzformacio
egy bazisvektorhoz az u-val parhuzamos komponensét rendeli.

2026_06_01_v
1 1 0
() um() u=(0)

(5 pont) Legyen

Hatarozzuk meg a parhuzamos komponenst a v; vektor u-val parhuzamos és merdéleges Ssszetevékre bonté-
saban. Hasonloan szamoljuk ki a v, vektor u-val parhuzamos komponensét. (A merdleges komponenseket
nem kell kiszdmolni.) Ezek segitségével irjuk fel annak az R? sikbeli linearis transzformacionak a matrixat,
amely az u vektor egyenesére vetit merdlegesen.
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5.3. Feladatok: transzformaciok szorzata és felcserélhetosége
2024_01_26_v

Irjuk fel annak az R? sikbeli linearis transzformécionak az A matrixat, amely az y = x egyenesre tiikroz.
Irjuk fel annak az R? sikbeli linearis transzformacionak a B matrixat, amely az y tengelyre tiikroz. Sza-
mitsuk ki az AB maétrixszorzatot, amely annak az Osszetett transzformécionak a maéatrixa, amely elGszor
B aztan A alkalmazasénak felel meg. Szamitsuk ki a BA matrixszorzatot is, és a két szorzat Gsszehason-
litasaval indokoljuk meg, hogy a két transzformécié nem felcserélhets.

2024_03_22_zhl

(5 pont) Legyen A az R? sik azon linedris transzformaci6janak a métrixa, amely az y = x egyenesre
tiikroz, B pedig az x +vy = 0-ra val6 tiikrozés matrixa. Irjuk fel az A és B matrixokat. Mutassuk meg,
hogy a két transzformécio felcserélhets, azaz teljesiil az AB = B A egyenl&ség.

2024_06_07_v

Jelolje A az yz sikra valé meréleges vetités mint R? térbeli linearis transzformécié matrixat, B pedig a

z tengely koriili 7m/2 szoggel valo forgatas matrixat, amely az x tengely pozitiv felét az y tengely negativ
2

felébe viszi. Irjuk fel az A és B transzforméaciomatrixokat. A v = | 1 | vektoron matrixszorzas segitségével
5

ellendrizziik, hogy elGszor az A majd a B transzforméciot elvégezve mas eredményt kapunk, mint forditott

sorrendben.

2026_01_09_v

(5 pont) Legyen A az R? sikban az y = x egyenesre valo vetités matrixa, B pedig az y = —x egyenesre
vetités méatrixa. Irjuk fel az A és B matrixokat, és matrixszorzas segitségével szamoljuk ki az Gsszetett
leképezés AB matrixat.

5.4. Elméleti kérdések

2019 05 28 v
(a) Tegyiik fel, hogy az R3 tér egy linearis leképezésérsl tudjuk, hogy mik az R? tér standard bazisanak
képei a leképezésnél. Hogyan irjuk fel ezen képvektorok segitségével a leképezés matrixat? A leképezés
maéatrixanak segitségével hogyan szdmoljuk ki egy tetszéleges vektor képét?
(b) Tekintsiik azt a linearis leképezést, amely az x irdnyban az yz sikra merglegesen vetit, az y iranyban
kétszeresére, a z iranyban haromszorosara nyujt. Irjuk fel a leképezés matrixat, majd a segitségével
5
szamoljuk ki az | —1 | vektor képét.
2

2022_06_03_v
(a) Legyen adott az R? tér egy linedris transzformaciojanak A matrixa. A transzformécié A matrixanak
ismeretében hogyan ellenérizhetd, hogy a standard bazis vektoraira kiilon-kiilon alkalmazva a lineéris
transzformaciot olyan vektorokhoz jutunk-e, amelyek az R3 tér egy bazisat alkotjak?

(b) Irjuk fel annak a linearis transzformaciénak a matrixat, amely az xz sikban 7/2 szoggel forgat, az y
iraAnyban pedig kétszeresére nyujt. Ellenérizziik az el6z6 részben szerepld feltételt.

2025_01_24 v
(a) (2 pont) Egy R3-beli vektorokra alkalmazhaté linedris transzformacié matrixa hogyan frhato fel R?
bézisvektorainak képeivel?

(b) (1 pont) Mi harom R3-beli vektor vegyes szorzatdnak geometriai jelentése?

(¢) (3 pont) Irjuk fel annak az R3 térbeli linearis transzformacionak a matrixat, amely az xy sikban 7 /2-
vel forgat (az x tengely pozitiv felét az y tengely pozitiv felébe viszi), a z irdnyban pedig kétszeresére
nyudjt. Szamitsuk ki a bazisvektorok képeinek vegyes szorzatat.
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6. Koordinatageometria

6.1. Feladatok: paraméterrel megadott egyenesek

2019 06 21 v
Adott a térben az

r=2t—3
y=4-—1
z=1t+8

egyenes és a P = (3,5,9) pont. Hatarozzuk meg a pont és az egyenes tavolsagat az alabbi lépésekben.
El6szor véilasszuk ki az egyenes egy tetszGleges pontjat, majd irjuk fel a valasztott pontbdl a P-be mutatd
vektort. Ezutan bontsuk fel a kapott vektort az egyenes iranyvektoraval parhuzamos és ra merdleges
komponensek Gsszegére. A mer6leges komponens hossza a keresett tavolsaggal egyenld.

2020_12_14_pzhl_A
(2+2+1 pont) Tekintsiik a térben az

r =842t r=4s—1
y=—t y=2
z=14+3t z2=8—06

egyenletrendszerekkel adott két egyenest. (Helyesen az els6 egyenesnél x = 7 + 2t.)

(a) Hatarozzuk meg a két egyenes metszéspontjat.
(b) Szamitsuk ki a két egyenes irdnyvektoranak vektoridlis szorzatat.
(c) Irjuk fel a két egyenes 4ltal kifeszitett sik egyenletét.
2020_12_14_pzhl_B
(24+2+1 pont) Tekintsiik a térben az

r=t—06 r=3s+1
y=4t—-1 y=25+8
z=2 zZ=—S

egyenletrendszerekkel adott két egyenest. (Helyesen a mésodik egyenesnél y = 2s+ 7.)

(a) Hatéarozzuk meg a két egyenes metszéspontjat.

(b) Szamitsuk ki a két egyenes iranyvektoranak vektoridlis szorzatat.

(c) Irjuk fel a két egyenes altal kifeszitett sik egyenletét.
2022_06_03_v

Hatarozzuk meg az

r=2t+3
y=>5—1t
z=3t+2

egyenes és a P = (1,3, —2) pont tavolsagat a kovetkez? lépésekben. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét,
amely merdleges az egyenesre és illeszkedik a P pontra. Szamoljuk ki a sik és az egyenes metszéspontjat,
majd hatarozzuk meg a metszéspont és P tavolsagat.
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2022 _06_27_v

Adottak az
r=t—3 r=2t+1
e=y=1-2t f=qy=t+3
z=t z=3+4+3t

egyenesek. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az e egyenest tartalmazza, és parhuzamos az f
egyenessel. Segitség: a keresett sik normélvektora meréleges mindkét egyenesre.

2024 01_12_ v
Irjuk fel az

r=3t+2
y=2t—-4
z=1—1

egyenes t = 1 paraméterértékd pontjan atmeng és az egyenesre merdleges sik egyenletét. Milyen tavolsagra
van ettsl a siktol a @ = (3,0, —1) pont?

2024_03_22_zhl
(24242 pont) Szamoljuk ki az

r=3t+1 r=2t+5
e=y=—-t+1 f=Ry=-2t+1
z=4t+1 z=3t+2

kitérs egyenesek tavolsagat az alabbi 1épésekben.

(a) Szamitsuk ki a két egyenes iranyvektoranak vektorialis szorzatat.

(b) Irjuk fel annak az S siknak az egyenletét, amelynek normaélvektora a fenti vektorialis szorzat, és
amely tartalmazza az e egyenes egy (ezért minden) pontjat.

(c) Szamoljuk ki az f egyenes egy pontjanak tévolsagat S-t6l, amely éppen e és f tavolsaga.

2024 _06_07_v
Adott az
r=2t+1
y=>5-—3t
z=1t—-3

egyenes és a P = (2,1,—3) pont a térben. Szamoljuk ki az egyenes és a pont tavolsagat az alabbiak
szerint. ElGszor irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely merdGleges az egyenesre, és atmegy a P
ponton. Hatarozzuk meg a sik és az egyenes M metszéspontjat. (A kapott M pont az egyenesnek a P-hez
legkozelebbi pontja.) Az M és P tavolsaga megegyezik az egyenes és P tavolsagéaval.

2024_06_14_v
Adott a térben az 5x + 2y — 3z = 7 egyenlet sik és az

r=4t+ 3
y=t+1
z=t—3

egyenletrendszert egyenes. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely teljes egészében
benne fekszik a sikban, és amely mer6legesen metszi a fenti egyenest. Segitség: a keresett egyenes irdany-
vektora mer6leges a sik norméalvektorara és az adott egyenes iranyvektorara is.
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2024_09_30_zh1_A
(2+2+2 pont) Tekintsiik az

r=3t—1 r=2t+7
e=y=—-2t+5 f=Qy=4t+5
z=1t—5 z=—-3t—06

egyeneseket a térben.
(a) Szamitsuk ki a két egyenes metszéspontjat.
(b) Szamljuk ki a két egyenes iranyvektoranak vektorialis szorzatét.
(c) Irjuk fel a két egyenest tartalmazo sik egyenletét.

2024_09_30_zh1_B
(2+2+2 pont) Tekintsiik az

xr=3t—2 r=t—1
e=<y=—-2t+4 f=<Cy=3t—-4
z=—4t+ 6 z=-2t+6

egyeneseket a térben.
(a) Szamitsuk ki a két egyenes metszéspontjat.
(b) Szamljuk ki a két egyenes iranyvektoranak vektorialis szorzatét.
(c) Irjuk fel a két egyenest tartalmazo sik egyenletét.

2024_12_09_pzhl

(242+2 pont) Adott az x=3t+11
y=-—-2t—3
z=4t+9

egyenletrendszerd e egyenes és az bz — y + 2z = 26 egyenletd S sik.

(a) Hatarozzuk meg az e egyenes és az S sik metszéspontjat.
(b) Szamitsuk ki az e egyenes iranyvektoranak és az S sik norméalvektoranak vektorialis szorzatat.

(¢) Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely tartalmazza az e egyenest és merdleges az S sikra.

2025_01_17_v
(5 pont) Adottak az
T =3t—2 T=t—-3
e=qy=5-2t f=qy=>5t+2
z=t—1 z=1-3t

egyenesek a térben. Irjuk fel az e egyenet tartalmazo és f-fel parhuzamos sik egyenletét. Van-e az e és f

egyeneseknek metszéspontja?

2025_10_06_zh1_A
(2+2+2 pont) Tekintsiik az

T =242t
y=—2-+3t,
z=4+1

egyenest és a 3x + by — 2z = 7 egyenletd sikot a térben.

(a) Szamitsuk ki az egyenes és a sik metszéspontjat.

(b) Szamoljuk ki az egyenes iranyvektoranak és a sik normalvektoranak vektorialis szorzatat.

(c) Irjuk fel annak az egyenesnek a paraméteres egyenletrendszerét, amely meréleges a fenti egyenesre és benne
van az adott sikban.
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2025_10_06_zh1_B
(2+2+2 pont) Tekintsiik az

r=2+t,
y=1+t¢,
z=34+2t

egyenest és a 3x + 2y — z = 11 egyenletd sikot a térben.

(a) Szamitsuk ki az egyenes és a sik metszéspontjat.
(b) Szamoljuk ki az egyenes iranyvektoranak és a sik normalvektoranak vektoriélis szorzatat.

(c) Irjuk fel annak az egyenesnek a paraméteres egyenletrendszerét, amely meréleges a fenti egyenesre és benne
van az adott sikban.

2026_03_20_zh1
(2+2+2 pont) Tekintsiik az

r=3t—4,
y=—2t+3,
z=2t—1

egyenest és a Q = (—2,1,2) pontot a térben.

(a) Valasszuk ki az egyenes egy P pontjat majd irjuk fel a ]@ vektort.

(b) Szamoljuk ki az egyenes iranyvektoranak és a 1@ vektornak a vektoridlis szorzatat.
(c) Irjuk fel a fenti egyenest és a @ pontot tartalmazé sik egyenletét.

2026_06_09_v
(5 pont) Adottak a térben az

r=3t—4 xr=5—2t
y=3—2t y=3t+3
z=1t4+6 z=2

egyenesek. Hatéarozzuk meg a két egyenes tavolsagat az alabbiak szerint. Szamoljuk ki a két egyenes
iranyvektoranak vektorialis szorzatat, az eredményt jelolje v. Valasszunk egy-egy pontot a két egyenesrdl,
P-t és Q-t. A két egyenes tavolsidga egyenls a P() vektor v-vel parhuzamos komponensének hosszaval.

2026_06_25_v
(5 pont) Az R? térben adott az

r=3t—1
y=2-2t
z=3t+5

egyenletrendszertd e egyenes. Irjuk fel annak az S siknak az egyenletét, amely meréleges az e egyenesre és
atmegy a P = (7,—3,1) ponton. Keressiik meg az S sik és az e egyenes ) metszéspontjat majd szamoljuk
ki a P és @ pontok tavolsagat.

6.2. Feladatok: sikok egyenletei

2019_03_06_zh1
(2+2+2 pont) Tekintsiik a térben a 3x + 2y + 3z = 1 és —x + 2y — 2z = 6 egyenletekkel adott
két sikot.
(a) Szamitsuk ki a két sik normalvektoranak vektorialis szorzatat.
(b) Hatarozzuk meg a két sik azon metszéspontjat, amelynek x koordinataja 0.

(c) A fentiek segitségével irjuk fel a két sik metszésvonalanak paraméteres egyenletrendszerét.
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2019_05_20_pzh
(24+2+2 pont) Adott a térben két vektor

3 —4
n; = 5 nyg = | —1
-2 3

és a P(5,—2,3) pont.

(a) Irjuk fel annak a két siknak az egyenletét, amelyek normalvektora n, ill. ny, és amelyek
adtmennek a P ponton.

(b) Szamitsuk ki a két norméalvektor vektorialis szorzatat.

(c) Az elébbiek segitségével irjuk fel a két sik metszésvonalanak paraméteres egyenletrendszerét.
2019_05_28_v

Tekintsiik a térben a P = (5,—4,4) pontot és az x — 2y + 2z = 3 sikot. Szamoljuk ki a tavolsagukat
kétféleképpen.

(a) Valasszuk ki a sik egy tetszéleges (w0, %0, 20) pontjat. Irjuk fel a P pontbél az (xo,%o,z0) pontba
mutaté vektort, majd szdmoljuk ki a kapott vektornak a sik normaéalvektoraval parhuzamos kompo-
nensét. (A merdleges komponensre nincs sziikség.) A parhuzamos komponens hossza P és a sik
tavolsaga.

(b) Hasznaljuk a képletgytjteményben szerepld formulat a pont és sik tévolsdgara, amelyben szintén
kivalasztjuk a sik egy (zo, yo, z0) pontjat. Vegyiik észre, hogy a formulaba behelyettesitéssel ugyanazt
a szamoléast végezziik el, mint a feladat elsé részében.

2020_10_19_zh1_A
(2+2+1 pont) Tekintsiik a térben a 22 — 3y + 4z 4+ 11 =0 és x + 3y — z — 5 = 0 egyenletekkel adott két

sikot.
(a) Szamitsuk ki a két sik norméalvektoranak vektorialis szorzatat.
(b) Hatarozzuk meg a két sik azon metszéspontjat, amelynek x koordinataja 0.

(c) A fentiek segitségével irjuk fel a két sik metszésvonalanak paraméteres egyenletrendszerét.

2020_10_19_zh1_B

(24241 pont) Tekintsiik a térben a 4o — 3y + 22 + 10 =0 és —x + 3y + z — 7 = 0 egyenletekkel adott két
sikot.

(a) Szamitsuk ki a két sik norméalvektoranak vektorialis szorzatat.

(b) Hatéarozzuk meg a két sik azon metszéspontjat, amelynek z koordinéatéja 0.

(¢) A fentiek segitségével irjuk fel a két sik metszésvonalanak paraméteres egyenletrendszerét.

2020_10_19_zh1_C

(24+2+1 pont) Tekintsiik a térben a 4o + 2y —32+4 =0 ¢és —z + y + 32 — 4 = 0 egyenletekkel adott két
sikot.

(a) Szamitsuk ki a két sik norméalvektoranak vektorialis szorzatat.
(b) Hatéarozzuk meg a két sik azon metszéspontjat, amelynek z koordinatéaja 0.
(c) A fentiek segitségével irjuk fel a két stk metszésvonalanak paraméteres egyenletrendszerét.

2020_10_19_zh1 D

(2+2+1 pont) Tekintsiik a térben a —3x + 2y + 42+ 2 =0 és 3z +y — z — 5 = 0 egyenletekkel adott két
sikot.

(a) Szamitsuk ki a két sik normalvektoranak vektorialis szorzatét.
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(b) Hatarozzuk meg a két sik azon metszéspontjat, amelynek = koordinatéaja 0.

(¢) A fentiek segitségével irjuk fel a két sik metszésvonalanak paraméteres egyenletrendszerét.

2022_03_24_zhl1_A

(24242 pont) Adott a térben a 2z +y = z + 8 egyenletd S sik és rajta az A = (2,5,1) és
B = (5,4,6) pontok.

(a) Irjuk fel az A és B pontokon atmend egyenes paraméteres egyenletrendszerét.

(b) Szamitsuk ki az AB vektor és az § stk normalvektoranak vektoridlis szorzatét.

(c) Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely merdleges S-re és amely dtmegy az A és B
pontokon.

2022_03_24_zhl1_B

(24242 pont) Adott a térben a z = x — 2y + 8 egyenletd S sik és rajta az A = (1,2,5) és
B = (6,5,4) pontok.

(a) Irjuk fel az A és B pontokon &tmend egyenes paraméteres egyenletrendszerét.

(b) Szamitsuk ki az 1@ vektor és az S sik normalvektoranak vektorialis szorzatat.

(c) Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely merdleges S-re és amely atmegy az A és B
pontokon.

2022_05_23_pzh
(242+1 pont) Adottak a térben az A = (1,—2,3), B = (4,2,0) és C = (3,—4,4) pontok.

(a) Irjuk fel az A és B pontokon atmend egyenes paraméteres egyenletrendszerét.
(b) Szamitsuk ki az jﬁ és 1@ vektoridlis szorzatat.
(c) Az eloz6 feladat eredményének felhasznalasaval irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely
atmegy az A, B és C pontokon.
2023_10_04_zh1_A
(2+2+2 pont) Adottak a térben az A = (—1,3,2), B=(3,2,4) és C = (2,4, 3) pontok.

(a) Hatéarozzuk meg az AB és AC vektorok vektorislis szorzatét.
(b) Irjuk fel az A, B és C pontokat tartalmazo sik egyenletét.
(¢) AD=(6,3,zp) pont zp milyen értéke esetén esik a fenti sikba?
2023_10_04_zh1_B
(2+2+2 pont) Adottak a térben az A = (—2,1,3), B =(0,5,2) és C = (—1,4,4) pontok.
(a) Hatarozzuk meg az AB 6s AC vektorok vektoridlis szorzatat.
(b) Irjuk fel az A, B és C pontokat tartalmazo sik egyenletét.

(¢) A D=(1,8,zp) pont zp milyen értéke esetén esik a fenti sikba?

2023_12_20_v

Adottak a térben a 3x+4y—2z = 6 és v —2y+3z = 3 egyenleti sikok. Szamoljuk ki a két sik azon metszés-
pontjat, amelynek = koordinatija 0. Ezen metszéspont segitségével irjuk fel a két sik metszésvonalanak
paraméteres egyenletrendszerét.
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2024_05_27_pzh
(24242 pont) Tekintsiik a 2z —y + 5z = —3 és 4o + 3y + 2z = 19 egyenlet sikokat.

(a) Keressiik meg a két sik azon metszéspontjat, amelynek z koordinataja 0.
(b) Szamitsuk ki a két sik normalvektoranak vektorialis szorzatat.
(c) A fentiek segitségével irjuk fel a két sik metszésvonaldnak paraméteres egyenletrendszerét.

2024_06_28_v
Adottak a térben az A = (2,-2,3), B = (4,0,0), C = (3,—3,5) pontok.

(a) Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely mindharom pontot tartalmazza.
(b) Keressiik meg azt a D pontot, amellyel az ABDC' négyszog paralelogramma, és amelyben a cstacsok

a négyszog keriilete mentén ilyen sorrendben kévetkeznek.

2024_12_16_v

(5 pont) Mennyi a 3z + 2y — z = 3 sik és az Q = (7,4, —4) pont tavolsaga?

2025_01_10_v

(5 pont) Irjuk fel a térben az A = (0,0,4), B = (1,0,8), C = (6,3,1) pontok altal meghatarozott sik
egyenletét.

2025_12_15_pzh

(24242 pont) Tekintsiik a 3x — 2y + 5z = 5 és 2x + y — 3z = 6 egyenleti sikokat.

(a) Keressiik meg a két sik azon metszéspontjat, amelynek x koordinatéja 2.
(b) Szamitsuk ki a két sik normélvektoranak vektorialis szorzatat.

(c) A fentiek segitségével irjuk fel a két sik metszésvonalanak paraméteres egyenletrendszerét.

2026_01_30_v
(5 pont) Szamoljuk ki a 3z —8y+52z = 12 és x—2y+3z = 4 sikok metszésvonalat a kovetkez6képpen. Oldjuk

a kapott megoldasok x,y, z koordinatait. Ez adja a metszésvonal paraméteres egyenletrendszerét.

Végiil skalaris szorzéssal ellendrizziik a metszésvonal merélegességét a sikok normalvektoraira.

2026_06_01_v

(5 pont) Adottak a térben a 3x+4y—2z = 6 és x—2y+3z = 3 egyenlet sikok. Szamoljuk ki a két sik azon
metszéspontjat, amelynek x koordinataja 0. Hatarozzuk meg a két sik metszésvonaldnak iranyvektorat,
majd a kiszdmolt metszéspont segitségével irjuk fel a metszésvonal paraméteres egyenletrendszerét.

2026_06_17_v
(5 pont) Adottak a térben a P(3,—2,4) és Q(5,1,1) pontok. Irjuk fel annak az S siknak az egyenletét,
amely atmegy a @Q ponton és merdleges a P és @ pontok egyenesére. Irjuk fel annak az e egyenesnek
a paraméteres egyenletrendszerét, amely atmegy a P ponton és (1,1,1) irdnyt. Szamoljuk ki S és e
metszéspontjat.

6.3. Elméleti kérdések

2021_01_22 v_A
(a) Az R3 térben milyen lehet két sik kolesénds helyzete? Minden lehetséges esetben adjuk meg, hogy a
két stk egyenletébdl alkotott lineéris egyenletrendszernek hany megoldasa van.

(b) Hatéarozzuk meg a 2x — 3y + z = 5 és —4x + 6y — 22 = 0 sikok kolesonos helyzetét, és vizsgaljuk
meg, hany megoldasa van a megfelel§ egyenletrendszernek. Az egyenletrendszer megoldast nem kell
felirni.
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2021_01_22 v_.B
(a) Az R3 térben milyen lehet két sik kolesonds helyzete? Minden lehetséges esetben adjuk meg, hogy a
két sik egyenletébdl alkotott linearis egyenletrendszernek hany megoldésa van.

(b) Hatarozzuk meg a x + 2y — 2z = 3 és —2x — 4y + 42 + 6 = 0 sikok kolesonds helyzetét, és vizsgaljuk
meg, hany megoldasa van a megfelels egyenletrendszernek. Az egyenletrendszer megoldast nem kell
felirni.

2024_06_07_v

(a) Tekintsiik adottnak az R? térben a v vektort és az origén atmend S sik egyenletét. Hogyan allithato
el v az S sikba es6 és r4 merdleges komponensek Gsszegeként? Segitség: mi az S sik normélvekto-
ranak viszonya a keresett komponensekkel?

(b) Mik a keresett komponensek a v = (5,4, 9) vektor és 2z — y + 4z = 0 sik esetén?

7. Sorozatok hatarértéke

7.1. Feladatok: leggyorsabban novekvo tagbol szamolt hatarérték

2019_04_24_zh2
(3 pont) Szamitsuk ki az

" _ /3n—0,6"
" 5—n

sorozat hatarértékét.

2019_05_20_pzh

(4 pont) Szamitsuk ki az
~ (5n®+17n")-3n?
© 9% +10n10 — 11n—11

an

sorozat hatéarértékét.

2019_06_21_v

Mennyi az

3TL4 +4n73 3TL4 +4n75
4.3n —3p3/4 9. 4n—2

sorozat hatarértéke?

2020_11_16_zh2_A

(5 pont) Szamitsuk ki az

3n* —8n+6-27"
2n(4 — 3n)

Ay =

sorozat hatéarértékét.

2020_11_16_zh2_B
(5 pont) Szamitsuk ki az
_ 3n(n+1)(n—1)
" Bn4+2-0,5" —4n3

sorozat hatéarértékét.

2020_11_16_zh2_C

(5 pont) Szamitsuk ki az

_ 3 4 3n?
tn = n2(2n — 3)

sorozat hatarértékeét.

29



2020_11_16_zh2 D
(5 pont) Szamitsuk ki az

sorozat hatarértékeét.

2021_01_08_v_A

Szamoljuk ki az

sorozat hatéarértékét.

2021_01_08_v_B

Szamoljuk ki az

sorozat hatéarértékét.

2022_05_05_zh2_A
(4 pont) Szamitsuk ki az

sorozat hatéarértékét.

2022 _05_05_zh2 B
(4 pont) Szamitsuk ki az

sorozat hatéarértékét.

2022 _06_27_v

Mennyi az

sorozat hatarértéke?

2023_12_11_pzh2_A
(4 pont) Szamitsuk ki az

N2+ 1)(n+1)
n? + % + 8n3

Ay =

~2021n 4+ 02! 4202117
= (2020 — n2020 1 2020-7)

~2020n + 202112920 4 2020~ "

@ = TT001 4 n202T 1 902120

(- 4="/2)(1 — 3n)

2n3 + 7
" (272" —n?)(2n + 1)
" 5+ 3n3
577,2 —92. 3n71 +3. 51777,
Ap —

3n+1 + (n + 1)3

(n2 _ 3n+1)(5n8 4 4n/2)

n = 6nt2 — 11n3 + 2—2n+3

sorozat hatarértékét.

2023_12_11_pzh2 B
(4 pont) Szamitsuk ki az

357" 4+ 8" 4 5nf

an —

sorozat hatarértékét.

(n3 _ 2n71)(22n+3 _ 7n7)
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2024_01_26_v

Mennyi az

(377,7 —5. 2n+3) (237n + 2n73)
2n+1 _ 3n + 477,71

ap =

sorozat hatarértéke?

2024_05_03_zh2
(4 pont) Szamitsuk ki az

~ 3n—8-e 4 n?/10
~3/2ntl 4 10/n3 — Tn

Gnp

sorozat hatéarértékét.

2024_05_27_pzh
(4 pont) Szamitsuk ki az

2n+3 _ n5 +3. en—l
an = Tn8 — en 4 52—3n

sorozat hatéarértékét.

2024_06_14_v
Mennyi az
1371—2 + 32—n _ 4n—3

~ 231 (11n® — 37) 4 2201 — 5pd

Qn

sorozat hatarértéke?

2024_12_09_pzh2_A
(4 pont) Szamitsuk ki az

B 23n72 + 3n2
In = 38 1 23

sorozat hatarértékét.
2024_12_09_pzh2_B
(4 pont) Szamitsuk ki az

33n—2 + 3TL3

“n = 5m=3 1 on2

sorozat hatarértékét.
2025_11_26_zh2_A
(4 pont) Szamitsuk ki az

B 52717, + n6(2n _ 3713) _ 22n+1
- Tn® 4372 — 6n*

n

sorozat hatarértékét.
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2025_11_26_zh2 B
(4 pont) Szamitsuk ki az

2. 3n+2 + 21—2n _ n3(4
Ay =

—5n)

3nd — 572 4 4n?

sorozat hatarértékét.

2026_01_30_v
(5 pont) Mennyi az

29

sorozat hatarértéke?

2026_05_08_zh2
(4 pont) Szamitsuk ki az

~ n(2n—5)> —6n® +4n — 1
C2n2+ 1+ (1+3n2)(1 - 3n2)

~ 3n(n+1)(n—1)

" Bn+4+2-0,5" — 4n3

sorozat hatarértékét.

2026_06_01_pzh2
(4 pont) Szamitsuk ki az

on® —3n2+1

Qn

sorozat hatarértékét.

2026_06_17_v
(5 pont) Mennyi az

sorozat hatarértéke?

~ 6n3+4n+3-0,7n

_22n73(4.0,99" — 7)
" Bn? + 372 — 6nd

7.2. Feladatok: hatarérték az exponencialisban

2019 _06_04_v

Mennyi az

sorozat hatarértéke?

2020_12_14_pzh2_A
(5 pont) Szamitsuk ki az

sorozat hatarértékeét.

2020_12_14_pzh2_B
(5 pont) Szamitsuk ki az

sorozat hatéarértékét.

n+2
n—1

(=)

2%

(2n+1)

n
n
o= ()
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2020_12_14_pzh2 C
(5 pont) Szamitsuk ki az
( (2n + S)n) "
an = | —5——
2n? —1

sorozat hatarértékét.

2021 _01_22 v_A

Mennyi az
3—8n+n2\"!
n = <5n—|— on? + 1>
sorozat hatéarértéke?
2021_01_22 v. B
Mennyi az
(5430 —2n2\""
= (F75)
sorozat hatéarértéke?
2021_01_22_v_C

Mennyi az

14+3n+n2\'"™"
ap = | ———
n2—4

sorozat hatarértéke?

2022_05_23_pzh
(5 pont) Szamitsuk ki az

n—1

1 3 e
an—< +8+n)

sorozat hatarértékét.

2022_06_03_v

Mennyi az

S 3(n—1)—n\*""
" 2n +1

sorozat hatarértéke?

2023_11_15_zh2 A
(4 pont) Szamitsuk ki az

e (ané iﬂﬁ(rll)(—ng 1)>n

sorozat hatéarértékét.

2023_11_15_zh2 B
(4 pont) Szamitsuk ki az

" <(1 —4n +n?)(n — 1))”
" n(3n+1)(n +2)

sorozat hatéarértékét.
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2023_12_20_v

Mennyi az

sorozat hatarértéke?

2024_06_07_v

Mennyi az

sorozat hatarértéke?

2024_11_13_zh2_A
(4 pont) Szamitsuk ki az

o 5+3n \1"
" \3(n+1)

sorozat hatarértékét.

2024_11_13_zh2 B
(4 pont) Szamitsuk ki az

[ 1+2n 5=3n
=20 +2)

sorozat hatarértékét.

2025_01_10_v
(5 pont) Mennyi az

oo = (= Dy

sorozat hatarértéke?

2025_01_24 v
(5 pont) Szamitsuk ki az

(=)

sorozat hatarértékét.

2025_12_15_pzh_A
(4 pont) Szamitsuk ki az

(TL— 2)5—277,
ap =
1+n

sorozat hatarértékét.

2025_12_15_pzh_B
(4 pont) Szamitsuk ki az

<2 +n>43n
an =
n—1

sorozat hatarértékét.
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2026_01_09_v
(5 pont) Mennyi az

sorozat hatarértéke?

2026_06_09_v
(5 pont) Mennyi az

sorozat hatarértéke?

2026_06_25_v
(5 pont) Mennyi az

sorozat hatarértéke?

7.3. Elméleti kérdések
2019 05 28 v

(a) Igaz-e, hogy minden korlatos sorozat konvergens? Irjuk le az el6z6 allitasban szereplé két fogalom
(korlatos, konvergens) definici6jat.

(b) A fenti két fogalom (korlatos, konvergens) koziil melyek teljesiilnek az

1 n—mn? an+1
ap = n — Cn = (71)
2n+1 n+1 n
sorozatok esetén?
2020 12 21 v_A
Allapitsuk meg az
2n+1
ay, =
n—1

sorozat hatarértékeét, és a konvergens sorozat definicioja alapjan keressiik meg az ¢ = 0,1 értékhez tartozo
kiiszobindexet.
2020_12_21_v_B

Allapitsuk meg az
n—1

T 3n+6

sorozat hatarértékét, és a konvergens sorozat definicija alapjan keressiik meg az € = 0,1 értékhez tartozo
kiiszobindexet.

2020_12 21 v_C
Allapitsuk meg az

a n

B n—>5
T on+2

sorozat hatarértékét, és a konvergens sorozat definicija alapjan keressiik meg az € = 0,1 értékhez tartozo
kiiszobindexet.

(429
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2021_01_15_v_A
Legyen
_ n?sin(2n +1)

ST
A sorozatokra vonatkozo rendérelv alapjan mutassuk meg, hogy lim,,_, o a,, = 0. Segitség: a —1 < sinzx <
1 egyenlGtlenség segitségével adjunk also és felsé becslést a,-re, majd mutassuk meg, hogy mindkét becslés
0-hoz tart.
2021_01_15_v_B
Legyen
n3 cos(1 — 3n)

371

A sorozatokra vonatkozo rendérelv alapjan mutassuk meg, hogy lim,,_, o, a,, = 0. Segitség: a —1 < cosx <
1 egyenlGtlenség segitségével adjunk also és felsé becslést a,-re, majd mutassuk meg, hogy mindkét becslés
0-hoz tart.

2022_06_15_v

(a) Irjuk le, mit jelent, hogy az a, sorozat feliilrél korlatos, monoton névé, ill. konvergens?

Ay =

(b) Valaszoljunk az alabbi kérdésekre rovid indoklassal (esetleg tanult allitdsokra hivatkozva) vagy el-
lenpéldaval. Van-e olyan sorozat, amely feliilrél korlatos, monoton névs, de nem konvergens? Van-e
olyan sorozat, amely monoton névs, konvergens, de nem feliilrél korlatos? Van-e olyan sorozat, amely
feliilr6l korlatos, konvergens, de nem monoton névg?

2024 _01_12_v
(a) Mikor mondjuk, hogy az a,, sorozat hatarértéke az A € R valdés szam?
(b) Mennyi az
_ 2n2 — 5
In = e +1
sorozat hatarértéke? A fenti definicié alapjan keressiik meg az ¢ = 0,1-hez tartozo legkisebb kiiszob-
indexet.

2024_01_19_v
(a) Mondjuk ki a sorozatokra vonatkozé rendérelvet.

(b) Szamitsuk ki az
~ 2n-sin(3n)
= "B —an
sorozat hatarértékét a rendérelv felhasznalasaval.
Segitség: a —1 <sinx < 1 egyenlGtlenség alapjan adjunk also és fels6 becslést a sorozatra.

2024_06_28_v
(a) Mit jelent, hogy az a,, sorozatnak az A € R szam a hatarértéke?
(b) Szamoljuk ki az

_ 2n+3

Ap =

n—1
sorozat hatarértékét, majd a hatarérték definicija alapjan adjunk meg egy € = 0,1 értékhez tartozo
kiiszobindexet.

2024_12_16_v
(a) (3 pont) Mit jelent az, hogy az a,, sorozat hatarértéke egy A valos szam?

(b) (3 pont) Szamoljuk ki az
3n—1

:2n+3

Gnp

sorozat hatarértékét, majd a hatarérték definicidja alapjan adjunk meg egy € = 1—10 értékhez tartozo
kiiszobindexet.
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2025_01_17_v

(a) (3 pont) Egy valos szamsorozat esetén értelmezziitk a monoton, korlatos és konvergens fogalmakat.
(Adjuk meg a hatéarérték definiciojat is.)
(b) (3 pont) Ha van, adjunk példat olyan sorozatra, amely
A monoton és korlatos, de nem konvergens;
B monoton és konvergens, de nem korlatos;
C korlatos és konvergens, de nem monoton.

Ha nincs ilyen sorozat, roviden indokoljuk.

2026_06_01_v
(a) (3 pont) Definialjuk az a,, valos szamsorozat véges hatarértékét.
(b) (3 pont) Szamoljuk ki az
n—2
= 3 +1

sorozat hatarértékét, majd keressiik meg az ¢ = 0,1 értékhez tartozo6 kiiszobindexet

8. Fiiggvények hatarértéke, folytonossag

8.1. Feladatok: hatarérték kiszamolasa

2020_12_14_pzh2_A

(5 pont) Szamoljuk ki a
lim 2t - v2tw
z——1 1+2x
fliggvényhatarértéket.
2020_12_14_pzh2 B
(5 pont) Szamoljuk ki a
i V2=V

fiiggvényhatéarértéket.
2020_12_14_pzh2_C
(5 pont) Szamoljuk ki a
VITT- il

x—0 xT

fliggvényhatarértéket.

8.2. Feladatok: paramétertol fiiggo folytonossag

2019_04_24_zh2
(4 pont) Az a és b valos paraméterek mely értékére lesz az

Siné;m) ha z <0
flx)=¢ ar+b ha0<x<1/2
sn(rs)  hax > 1/2

2x

fiiggvény folytonos?
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2019_05_20_pzh

(4 pont) Az a valos paraméter mely értékére lesz az

log, (1+27)
flz) = 023% haz >0
a+x ha x <0

fliggvény folytonos?
2020_11_16_zh2_A

(5 pont) A p valos paraméter mely értékére lesz az

2c—m

P ha z < /2

r—T

sin(z—m/2) ha z > 2
fla)= { T "

fiiggvény mindenhol folytonos?

2020_11_16_zh2 B

(5 pont) A p valos paraméter mely értékére lesz az

f(:c)_{ g haz >1

pm2 —1 hax<l1
fliggvény mindenhol folytonos?

2020_11_16_zh2_C

(5 pont) A p valés paraméter mely értékére lesz az
sin(3z)

fla)={ Vo haz >0

1—p(z—1)2 haz<0

fiiggvény mindenhol folytonos?

2021 _01_15_v_A

Az a,b € R paraméterek mely értékeire folytonos az

T +a haz <0
flo)=q 322VTibe p, 4 ¢ (0,1)
br +1 haz>1

fliggvény?
2021_01_15_v_B

Az a,b € R paraméterek mely értékeire folytonos az

T+a haz <0
f(z) = N‘/gjif;w’ ha z € (0,1)
bx +1 hax>1

fliggvény?
2021_01_15_v_C

Az a,b € R paraméterek mely értékeire folytonos az

T +a haz <0
3
flo) = ZEEEVE - hage (0,1)
br +1 haz>1

fliggvény?
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2022_05_05_zh2_A

(5 pont) A p valos paraméter mely értékére lesz az

fa) = VHEVE a0
p—(1—-2)2 hax<0

fliggvény mindenhol folytonos?

2022 _05_05_zh2 B

(5 pont) A p valos paraméter mely értékére lesz az

Flz) = 7W§ haz >0
(x+1)2+p haz<0

fliggvény mindenhol folytonos?

2022_05_23_pzh

(5 pont) Az a valos paraméter mely értékére lesz az

tg(2z)
fla)=1{ 78 ha z € (0,1/2]
a— 2%t haz <0

fliggvény folytonos az xg = 0 pontban?

2022_06_15_v

Az a € R paraméter mely értéke mellett folytonos az

2)3 _93/2
f(x):{ivwm ha 2 > 0

3z
a—logy(1—2x) hax <0

fiiggvény?
2023_11_15_zh2_ A

(5 pont) A p valos paraméter mely értékére

lesz az
J20—1-1
fz) = Y=—— haz>1
pr? +1 ha x <1

fliggvény mindenhol folytonos?

2023_11_15_zh2 B

(5 pont) A p valés paraméter mely értékére

lesz az
82371
) = g} ha z > —1
PT haz < -1

fliggvény mindenhol folytonos?
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2024 _01_19_v

Az a,b € R paraméterek mely értékeire lesz az

ax ha x < -1

sin( - (x T 2
flz)=19 2 (422113)215 e —1<z<1

2240 hax>1

fliggvény minden x-re folytonos?

2024_05_03_zh2

(5 pont) A p valés paraméter mely értékére lesz az

In(2z—1)
flz) = 73%_3 haz >1
pr+1 hazx<l1

fliggvény mindenhol folytonos?

2024_05_27_pzh

(5 pont) A p valés paraméter mely értékére lesz az

=2 hagz>1
— z—1
f(@) { PT haz <1

fliggvény mindenhol folytonos?

2024_11_13_zh2 A

(5 pont) A p valés paraméter mely értékére

lesz az
777
flz) = T haz >0
2z —3x+5p haz <0

fliggvény mindenhol folytonos?

2024_11_13_zh2_B
(5 pont) A p valos paraméter mely értékére
lesz az

1-5%

haz >0
— z+z?
f(@) {5:152—233—1—31) haz <0

fliggvény mindenhol folytonos?

2024_12_09_pzh2_A
(5 pont) A p valos paraméter mely értékére
lesz az

33 hazr>1

o-{

px? haz <1

fliggvény mindenhol folytonos?
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2024_12_09_pzh2_B
(5 pont) A p valos paraméter mely értékére
lesz az

fla) = Vel hag>1
pr hax <1

fliggvény mindenhol folytonos?
2025_01_17_v
(5 pont) Adjuk meg a p € R valos paraméter értékét tgy, hogy az
1—cos(5z)
f((l}') _ sz ) ha x>0
24+p(x+1)* haz <0
fiiggvény folytonos legyen minden x € R-re.
2025_12_15_pzh_A
(5 pont) A p valos paraméter mely értékére
lesz az
In(2z—1)
f(l’) — sin(3z—3) ha 2 > 1
1—pz? hax<l1

fiiggvény mindenhol folytonos?
2025_12_15_pzh_B

(5 pont) A p valés paraméter mely értékére
lesz az

33
Flz) = (@) haz > 1
1—p2x? hazx<l1

fliggvény mindenhol folytonos?

2026_05_08_zh2
(5 pont) Az a valés paraméter mely értékére lesz az

At2)’-1 ha x>0
= 23}
f(x) {a ha z <0

fliggvény folytonos?

2026_06_01_pzh2

(5 pont) Az a valés paraméter mely értékére lesz az
In(2—3z)—In2

f(x):{ SRS hax >0

a ha z <0

fiiggvény folytonos?
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2026_06_01_v

(5 pont) Az a,b € R valos paraméterek mely értékeire lesz folytonos az

a haz <0
fl@)=14 249 hage(0,1)
b hax>1

fliggvény?

8.3. Elméleti kérdések
2021 01 08 v

Az alabbi kérdésekre adott igenls valaszt indokoljuk (tanult allitasokra hivatkozva), nemleges valasz esetén
adjunk ellenpéldat.

(a) Tegyiik fel, hogy az f(z) és g(x) fiiggvények folytonosak az xg pontban. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az
f(z) + g(z) fiiggvény is folytonos zg-ban?

(b) Tegyiik fel, hogy az f(z) és f(z) + g(x) fiiggvények folytonosak az x¢ pontban. Koévetkezik-e ebbsl,
hogy a g(z) fliggvény is folytonos xg-ban?

(¢) Tegyiik fel, hogy az f(x)+ g(x) fiiggvény folytonos az xy pontban. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az f(x)
és g(x) fliggvények is folytonosak zg-ban?

2021_01_22 v_A

Az alabbi lépésekben mutassuk meg, hogy az f(z) = sin(l/z) fiiggvénynek nem létezik a hatarértéke
zo = O0-ban. Ertelmezziik az

1 ~ 1

=55  ITn= g
5 +n2r -5 +n2n

sorozatokat. Szamoljuk ki a lim,_,co @, és lim, o T, sorozat-hatarértékeket. Szamoljuk ki az f(z,) és

f(z,) figgvényértékeket, majd vonjunk le kovetkeztetést az f(z) fliggvény zo-beli hatérértékének létezé-
sére.

2021 0122 v. B

Az alabbi lépésekben mutassuk meg, hogy az f(z) = cos(1/x) fiiggvénynek nem létezik a hatarértéke
zo = 0-ban. Ertelmezziik az

Tn

1 - 1
Ty = — Ty =——
" n2w " T4 n2n

sorozatokat. Szamoljuk ki a lim, oo @, és lim, o T, sorozat-hatarértékeket. Széamoljuk ki az f(x,) és

f(z,) fiiggvényértékeket, majd vonjunk le kovetkeztetést az f(x) fliggvény zo-beli hatarértékének létezé-
sére.

2024_06_07_v
(a) Hogyan értelmezziik egy f(z) fiiggvény folytonossagat egy o pontban?

(b) Irjuk le a folytonos fiiggvényekkel végzett alapmiiveletek ill. Ssszetétel segitségével kapott fiiggvény
folytonossagara vonatkozo tételt.

(¢) Az R szamegyenes mely pontjaiban folytonos az alabbi két fiiggvény?

_e" -8z +3 ~ In(2z+1) —2In(3 —x)
f) = 1 —cos(mz) ’ 9(x) = 22— 3z +2
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2025_12_17_v
(a) (3 pont) Mit jelent az, hogy az f(z) fliggvény balrdl ill. jobbrol folytonos az zy pontban?

(b) (3 pont) Folytonos-e balrol ill. jobbrol az

sin(z+m/2)
20 — ha z < —7/2
fiiggvény az o = —/2 pontban?
2026_01_23 v

(a) (3 pont) A sorozatok hatéarértékének segitségével értelmezziik a fiiggvényhatéarérték fogalmat, azaz
irjuk le a fliggvényhatarérték sorozatokkal adott definicidjat.
(b) (3 pont) Tekintsiik az
_ [ sin(1l/z) haz #0,
) = { 0 ha =0

fiiggvényt. Az a, = 2/(m + 4nm) és b, = 2/(3m + 4nm) sorozatok segitségével mutassuk meg, hogy a
lim, o f(z) fliggvényhatarérték nem létezik.

9. Derivalas

9.1. Elméleti kérdések: 1’ Hospital szabaly
2019_05_28 v

(a) Mit allit a L’Hospital-szabaly? (A szabaly egyszeri alkalmazésara vonatkozo legegyszertibb valtozatot
mondjuk ki.)
(b) Szamoljuk ki a segitségével a 20 + 1
lim ——
z—oo In(2z — 1)
fliggvényhatarértéket.

2023_12 20_v

Mondjuk ki a L’Hospital-szabalyt. Az alabbi hatarértékek koziil melyik esetekben alkalmazhato? Ahol
alkalmazhato, szamitsuk is ki a fiiggvényhatéarértéket.

. 2x+1 . 2 —3x+2 . 2 —3x+42 . tgx
lim , lim , im , lim —
=0 z—1 g3 + 222 — 2z — 1 z—=2 g3 + 222 — 2x — 1 z—m/2 Sin T
2024_06_14_v

(a) Mondjuk ki a L’Hospital-szabalyt.
(b) A L’Hospital-szabaly alkalmazéasaval szamoljuk ki a

2
x

e
fliggvényhatéarértéket.
2025_01_10_v
(a) (3 pont) Mondjuk ki a fliggvények hatarértékére vonatkozé L’Hospital-szabalyt.
(b) (3 pont) A L’Hospital-szabaly alkalmazéaséaval szamoljuk ki a

1

— —1
lim YT
z—0 xT

hatéarértéket.
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2026_06_17_v
(a) (3 pont) Mondjuk ki a L’Hospital-szabalyt.
(b) (3 pont) Az alabbiak koziil melyik esetben alkalmazhato? Szamoljuk ki a hatarértékeket.

lim 1-— COSJ(:7 lim sin(71'gc/2)7 lim In(z/2)

z—0 €T z—1 T z—2 6 — 3z

10. Erintd egyenes, Taylor-polinom
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