Matematika Ala 2025. december 19.
Vegyészmérnoki és Biomérnoki Kar VIZSGA Megoldasok

1. feladat (5+5+10=20 pont)
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2. feladat (747=14 pont)
Konvergensek-e az aldbbbi sorok?
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Mo. a) Minden n € NT esetén legyen a,, := (m) . Ekkor
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3. feladat (6+10=16 pont)
Mondjuk ki és bizonyitsuk a Newton — Leibinz-formulat.
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Mo. Tétel. (Newton—Leibniz-formula.) Legyenek f, F : R — R fiiggvények, a,b € R, a < b,
[a,b] € Dom(f), és tegyiik fel, hogy f integralhato6 [a,b]-n (1p), tovabba F folytonos [a,b]-n (1p),
differencialhaté |a, b[-n, és minden = €]a, b[ esetén F’'(x) = f(z) (1p) . Ekkor

b
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Bizonyitis. Legyen F := (xg,x1,...,%,) az [a,b] intervallum tetsz6leges felosztasa. Belatjuk,
hogy ekkor

sr(f) < F(b) = F(a) < S#(f) (2p)

Legyen j € {0,...n—1} tetsz6leges. A Lagrange kozépértéktételt alkalmazva az [z}, z;41] interval-
lumra és az F' fiiggvényre, kapjuk, hogy létezik olyan z; €]z, 41, amelyre

F(xjy1) — F(z;)
Tjt1 — T

fzj) = F'(z) =

(2p)

teljesiil. Ekkor kozelité Osszeg definicidjaban szerepls jelolésekkel:

n—1 n—1 n—1
se(f) =Y mi(wjn —25) <D () (@i —25) <Y My(wja — ;) = S#(f),  (2p)
=0 =0 =0
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kovetkezésképpen

sup{sr=(f)|F az [a,b] egy felosztasa} < F(b)—F(a) < inf{Sx(f)|F az [a,b] egy felosztasa}. (1p)

Mivel az f fliggvény integralhato [a, b]-n ezért a fenti egyenlStlenségek helyett egyenlséget irhatunk,
azaz

/ f(z)de = F(b) — F(a). (1p)




