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1. feladat (4+8+8=20 pont)

a)

∫
x− 2

x2 − 4x+ 5
dx b)

+∞∫
3

1

x2 − 4x+ 5
dx =? c)

∫ √
ex − 1 dx =?

(A c) részben alkalmazzuk a t :=
√
ex − 1 helyettesítést.)

Mo. a) ∫
x− 2

x2 − 4x+ 5
dx

(2p)
=

1

2

∫
2x− 4

x2 − 4x+ 5
dx

(2p)
=

1

2
ln(x2 − 4x+ 5) + C (C ∈ R)

b)

+∞∫
3

1

x2 − 4x+ 5
dx

(1p)
= lim

a→+∞

a∫
3

1

x2 − 4x+ 5
dx

(2p)
= lim

a→+∞

a∫
3

1

1 + (x− 2)2
dx

(2p)
=

= lim
a→+∞

[arctg(x− 2)]a3
(1p)
= lim

a→+∞
arctg(a− 2)− arctg(1)

(2p)
=

π

2
− π

4
=

π

4
.

c) t :=
√
ex − 1 ⇔ x = ln(t2 + 1) =⇒ ”dx = 2t

t2+1
dt” (2p)∫ √

ex − 1 dx
(1p)
=

∫
2t2

t2 + 1
dx

(2p)
=

∫
2− 2

t2 + 1

(2p)
= 2t− 2 arctg(t) + C

(1p)
=

= 2
√
ex − 1− 2 arctg(

√
ex − 1) + C (C ∈ R).

2. feladat (6+8=14 pont)
Konvergensek-e az alábbbi sorok?

a)
∑
n∈N

(
n2 + 2

2n2 + 1

)n

b)
∑

n∈N, n≥2

sin(n2)

n2 ln(n)

Mo. a) Legyen an :=
(

n2+2
2n2+1

)n
(n ∈ N).

n
√
an

(1p)
=

n2 + 2

2n2 + 1

n→∞−→
(2p)

1

2
< 1 (1p),

tehát a gyökkritérium alapján (1p) a
∑
n∈N

an sor konvergens (1p) .

b) Legyen bn := sin(n2)
n2 ln(n)

(n ∈ N, n ≥ 2).
Ekkor minden n ∈ N, n ≥ 3 esetén

|bn| ≤
1

n2
(5p),

és
∑
n∈N

1
n2 konvergens, tehát a majoráns kritérium alapján

∑
n∈N, n≥2

bn abszolút konvergens

(2p) következésképpen konvergens (1p) .
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3. feladat (3+13=16 pont)
Mit mondhatunk egy korlátos és egy 0-hoz tartó sorozat szorzatának határértékéről? Mondjuk
ki és bizonyítsuk az erről szóló tételt.

Mo. Tétel. Legyenek (an)n∈N és (bn)n∈N számsorozatok. Ha lim
n→∞

an = 0 és (bn)n∈N korlátos,
akkor lim

n→∞
anbn = 0. (3p)

Bizonyítás. Legyen K ∈ R+ olyan, hogy minden n ∈ N esetén |bn| ≤ K. (2p) Az
an

n→∞−→ 0 feltétel miatt ε
K -hoz létezik olyan N ∈ N, hogy minden n ∈ N és n > N esetén

(2p)
|an| <

ε

K
. (4p)

Ez azt jelenti, hogy minden n ∈ N és n > N esetén

|anbn| = |an||bn| <
ε

K
·K = ε (4p),

következésképpen anbn
n→∞−→ 0 (1p) .
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