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| Vektorterek

A (V,+,.) hdrmast R feletti (vagy: valos) vektortérnek nevezziik, ha V
nemdiires halmaz, valamint +:V x V— V és.:R x V — V olyan miiveletek,
amelyekre az aldbbbi tulajdonsdgok teljesiilnek.
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A (V,+,.) hdrmast R feletti (vagy: valos) vektortérnek nevezziik, ha V
nemdiires halmaz, valamint +:V x V— V és.:R x V — V olyan miiveletek,
amelyekre az aldbbbi tulajdonsdgok teljesiilnek.

e Minden u,v,we V esetén (u+ v) + w= u+ (v+ w) (azaz a + miivelet
asszociativ).
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asszociativ).

e Minden u,ve V esetén u+ v= v+ u (azaz a + miivelet kommutativ).

o Létezik olyan 0 € V, hogy minden ve V esetén 0+ v =v (azaz a +
mitvelet neutrdlis-elemes).
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o Létezik olyan 0 € V, hogy minden ve V esetén 0+ v =v (azaz a +
mitvelet neutrdlis-elemes).

e Minden ve V esetén létezik olyan —ve V, amelyre v+ (—v) = 0 (azaza
+ miivelet inverzelemes).

o MindenA,peRésve V esetén A.(u.v) = (Aw).v.

o MindenAeR ésu,ve Vesetén A.(u+v) = L.u+ u.v.
o Minden A,ueR ésve Vesetén (A+ u).v=A.v+ u.v.
e Mindenve V eseténl.v= 1.

V elemeit vektoroknak nevezziik.
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| Altér

Legyen V valos vektortér. Azt mondjuk, hogy a @ # W < V halmaz altér
V-ben, ha W a V -beli miiveletek lesziikitéseivel és a V -beli nullvektorral

valos vektorteret alkot. )
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V-ben, ha W a V -beli miiveletek lesziikitéseivel és a V -beli nullvektorral

valos vektorteret alkot. )

Legyen V valos vektortér. Ap # W < V halmaz pontosan akkor altér, ha az
aldbbi két tulajdonsdg teljesiil rd:

o mindenv,we W esetén v+ we W,

e minden LeR ésve W esetén A.ve W.

.
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Legyen V valos vektortér. Azt mondjuk, hogy a @ # W < V halmaz altér
V-ben, ha W a V -beli miiveletek lesziikitéseivel és a V -beli nullvektorral

valos vektorteret alkot. )

Legyen V valos vektortér. Ap # W < V halmaz pontosan akkor altér, ha az
aldbbi két tulajdonsdg teljesiil rd:

o mindenv,we W esetén v+ we W,

e minden LeR ésve W esetén A.ve W.

.

Nem bizonyitjuk. (Ld. [1] 4.2.2. Tétel.)
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~ Generdlt altér, linedris fliggetlen

Legyen V valos vektortér és (v;) i1 egy V-beli rendszer. Ekkor a

k
{ZM%

J=1

keNT, AL A2, L ARER, il,ig,...,ikEI}

halmazt, a (v;) i1 vektorrendszer dltal generdlt altérnek nevezziik, és a
(viliel)

szimbdélummal jeloljiik.

.

.
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~ Generdlt altér, linedris fliggetlens

Legyen V valos vektortér és (v;) i1 egy V-beli rendszer. Ekkor a

k
/leij
j=1

halmazt, a (v;) i1 vektorrendszer dltal generdlt altérnek nevezziik, és a

keNT, AL A2, L ARER, il,ig,...,ikEI}

(viliel)

szimbdélummal jeloljiik.

Legyen V valés vektortér. Azt mondjuk, hogy a V-beli (v;) jc1 rendszer
linedrisan fiiggetlen, ha tetszdleges k € N*, valamint kiilonbizé
i1,0p,...ix € I indexek és A1, Aa,..., A € R esetén

k
Zﬂjvijzo = Ai=A=...=A=0.
j=1
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| Bazis, dimenzio

Legyen V valés vektortér. Azt mondjuk, hogy a B< V halmaz bdzisa V -nek,
ha a (v) yep rendszer linedrisan fiiggetlen, és (v|ve B) = V.
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| Bazis, dimenzio

Legyen V valés vektortér. Azt mondjuk, hogy a B< V halmaz bdzisa V -nek,

ha a (v) yep rendszer linedrisan fiiggetlen, és (v|ve B) = V. )

Azt mondjuk, hogy az E és F halmaz azonos szdmossdgu, ha létezik E — F
bijekcio.

\,

\,
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| Bazis, dimenzio

Legyen V valés vektortér. Azt mondjuk, hogy a B< V halmaz bdzisa V -nek,
ha a (v) yep rendszer linedrisan fiiggetlen, és (v|ve B) = V.

v
Azt mondjuk, hogy az E és F halmaz azonos szdmossdgu, ha létezik E — F
bijekcio.

v
Minden vektortérnek létezik bdzisa, és egy vektortér barmely két bdzisa
azonos szdmossagu.
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| Bazis, dimenzio

Azt mondjuk, hogy a V valds vektortér
o véges dimenzids, ha bdrmely bdzisa véges,

A
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| Bazis, dimenzio

Azt mondjuk, hogy a V valds vektortér
o véges dimenzids, ha bdrmely bdzisa véges,
o végtelen dimenzios, ha nem véges dimenziés.

A
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| Bazis, dimenzio

Azt mondjuk, hogy a V valds vektortér
o véges dimenzids, ha bdrmely bdzisa véges,
o végtelen dimenzios, ha nem véges dimenziés.

.

Legyen V véges dimenzios valds vektortér. Ekkor V bdrmely bdzisdnak

Yyl

elemszdmdt V dimenzidjanak nevezziik és dim(V)-vel jeldljiik.
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@ Ha neNT, akkor R” barmely altere (a "régi" definiciéval) a szokdsos
vektormtiveletekkel elldtva véges dimenzids, val6s vektortér.
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Példak

@ Ha neNT, akkor R” barmely altere (a "régi" definiciéval) a szokdsos
vektormtiveletekkel elldtva véges dimenzids, val6s vektortér.

@ Ha k,ne Nt akkor R¥*" 3 matrixdsszeadéssal és a skalarral valé
szorzassal véges dimenzios valds vektortér (az is belathat6, hogy k- n
dimenziés).
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@ Ha neNT, akkor R” barmely altere (a "régi" definiciéval) a szokdsos
vektormtiveletekkel elldtva véges dimenzids, val6s vektortér.

@ Ha k,ne Nt akkor R¥*" 3 matrixdsszeadéssal és a skalarral valé
szorzassal véges dimenzios valds vektortér (az is belathat6, hogy k- n
dimenzids).

@ Az R — R polinomfiiggvények halmaza a pontonkénti 6sszeaddssal és
skaldrral valé szorzéssal végtelen dimenziés vektortér, amelyben az
{ idng | ke I\I} fiiggvényhalmaz bézis.
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@ Ha neNT, akkor R” barmely altere (a "régi" definiciéval) a szokdsos
vektormtiveletekkel elldtva véges dimenzids, val6s vektortér.

@ Ha k,ne Nt akkor R¥*" 3 matrixdsszeadéssal és a skalarral valé
szorzassal véges dimenzios valds vektortér (az is belathat6, hogy k- n
dimenzids).

@ Az R — R polinomfiiggvények halmaza a pontonkénti 6sszeaddssal és
skaldrral valé szorzéssal végtelen dimenziés vektortér, amelyben az
{ idng | ke I\I} fiiggvényhalmaz bézis.

Q@ Ha H tetszéleges halmaz, akkor a H — R fiiggvények halmaza a

pontonkénti mtiveletekkel valés vektorteret alkot. Ha H végtelen,
akkor ez a vektortér végtelen dimenzids.
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@ Ha neNT, akkor R” barmely altere (a "régi" definiciéval) a szokdsos
vektormtiveletekkel elldtva véges dimenzids, val6s vektortér.

@ Ha k,ne Nt akkor R¥*" 3 matrixdsszeadéssal és a skalarral valé
szorzassal véges dimenzios valds vektortér (az is belathat6, hogy k- n
dimenzids).

@ Az R — R polinomfiiggvények halmaza a pontonkénti 6sszeaddssal és
skaldrral valé szorzéssal végtelen dimenziés vektortér, amelyben az
{ idng | ke I\I} fiiggvényhalmaz bézis.

Q@ Ha H tetszéleges halmaz, akkor a H — R fiiggvények halmaza a

pontonkénti mtiveletekkel valés vektorteret alkot. Ha H végtelen,
akkor ez a vektortér végtelen dimenzids.

@ Avalés szamsorozatok (vagyis az N — R fiiggvények) halmaza a
tagonkénti muiveletekkel végtelen dimenziés val6s vektortér.
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~ Lineadris leképezések, bijekciok

Legyenek V, W valds vektorterek. Az f: V — W leképezés linedrisnal
nevezziik, ha

o minden u,ve V esetén f(u+v) = f(u) + f(v),
o minden AeR ésve V esetén f(A.v) = Af (v).

A

N
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~ Lineadris leképezések, bijekciok

Legyenek V, W valds vektorterek. Az f: V — W leképezés linedrisnal
nevezziik, ha

o minden u,ve V esetén f(u+v) = f(u) + f(v),
o minden AeR ésve V esetén f(A.v) = Af (v).

Legyenek V1, V> valds vektorterek, valamint By bdzis Vi -ben, B, bdzis
V5 -ben. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek.

@ By és B, azonos szdmossdgli.

@ Létezik Vi — V, linedris bijekcio.

€
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o minden u,ve V esetén f(u+v) = f(u) + f(v),
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@ By és B, azonos szdmossdgli.

@ Létezik Vi — V, linedris bijekcio.

€

Kovetkezmény

Legyen V valds vektortér és ne€ N. Ekkor

dim(V)=n < létezik V— R” linedris bijekcio.
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