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Altalanos informaciok

e Az irasbeli vizsga egy tesztbdl és egy kifejtés kérdéssorbol all.

e Az irasbeli vizsgan csak a targyhonlapon talalhaté derivalttablazat vagy az-
zal azonos informaciotartalmi tablazat hasznalhato, mas segédeszkoz (pl.
szamologép) nem.

e Alapértelmezésként minden, a tananyagban el6forduld definiciot és allitast
ismerni kell a vizsgan. Ezen kiviil bizonyos tételek bizonyitasat is tudni
kell ismertetni. Ezt pontositja az alabbi tételsor. A bizonyitassal egyiitt
szamonkért tételeket, allitdsokat vastag szedéssel jeloljiik.

Tételek

1. Fiiggvénysorozatok, fliggvénysorok

Fiiggvénysorozat fogalma, konvergencia-tartoménya. Fiiggvénysor fogalma, konvergencia-
tartomanya.

2. Hatvanysorok

Hatvanysor fogalma, konvergencidja. Konvergencia-tartomany fogalma, alakja.
Konvergencia-sugar. Konvergencia-sugar meghatarozasa hanyados- és gyokkritéri-
ummal. Elemi analitikus fiiggvények tulajdonsagai (folytonossag, tagonkénti deri-
valhatosag, a derivalt konvergenciasugara, tagonkénti integralhatosag).

Taylor polinom, Lagrange-maradéktagos Taylor-formula. Taylor-sor, hatvany-
sor egylitthatoinak egyértelmiisége. Analitikussag, a pontbeli analitikussag jellem-
zése. Nevezetes fiiggvények hatvanysor-elGallitasa (exp, sin, cos, ch, sh). Binomialis
SOT.

3. Linearis algebra I.

Skalaris szorzat, hossz térbeli vektorok esetén. Az egyenes egyenletrendszere, sik
egyenlete.

A lineéris algebra alapvets fogalmai R™-ben: altér, generalt altér, generator-
rendszer, linearis fiiggetlenség. Egy vektorrendszer pontosan akkor lineéa-
risan fiiggetlen, ha semelyik tagja sem &ll el a tobbi vektor linearis
kombinéaciéjanak segitségével.



Bazis fogalma. Altérbeli linearisan fiiggetlen vektorrendszer kiegészithets az
altér egy bazisava. Minden altérnek létezik bézisa, és barmely két bazisa azonos
elemszami. k-dimenzids altérben k-tagi linearisan fiiggetlen vektorrend-
szer bazis, k+1-tagi vektorrendszer linearisan 6sszefiiggd. R" dimenzidja
n. Bazis jellemzése: minden altérbeli vektor egyértelmiten 4ll el§ a bazis
tagjainak linearis kombinaci6jaként.

4. Linearis algebra II.

Matrixok: négyzetes, diagonalis, also- és fels6 haromszogmatrix fogalma. Matrix-
miiveletek: Osszeadés, szammal szorzas. Matrixok szorzéasa, transzponéléds, mive-
letei tulajdonsagok.

Permutéaciok: cserék, parités, inverzioszam. A determinans definicidja. A de-
terminans tulajdonsagai: fels6 haromszogmatrix determinénsa, az elemi sorekviva-
lens atalakitasok kapcsolata a determinanssal, transzponalt determinansa, 2 X 2-es
méatrix determinansa. Kifejtési tétel.

Vektoridlis szorzat és kiszamitasa determinans segitségével.

A determinansok szorzastétele.

Linearis egyenletrendszerek: egyiitthatométrix és kibovitett egyiitthatomatrix.
Elemi sorekvivalens atalakitdsok. Gauss-eliminaci6. Lineéris egyenletrendszerek
és determinans.

5. Linearis algebra III.

Inverz matrix. Egy négyzetes matrixnak pontosan akkor létezik inverze,
ha a determinisa nem nulla. Invertalas Gauss-eliminécio segitségével.

Linearis leképezések. Egy leképezés pontosan akkor linearis, ha matrix-
szal val6é szorzas. Linearis leképezés méatrixa. Linearis leképezések kompo-
zicibja, és a kompozicié matrixa. Magtér, képtér, dimenziotétel.

Sajatérték és sajatvektor fogalma. Karakterisztikus polinom. Négyzetes
matrix sajatértékei a karakterisztikus polinom gyokei.

Linearis algebra vektorterekben: a definiciokat/tételeket nem kell tudni kimon-
dani, csak hasznalni Sket. (Pl. vektorteret alkot-e ...7)

6. Differencidlegyenletek (d.e.) bevezetése, els6rendii d.e.-ek

Differencialegyenlet fogalma, osztalyozasuk. Altalanos megoldas, partikularis meg-
oldas, kezdetiérték-feladat. Szétvalaszthatd valtozoju d.e.-ek megoldésa. Elséren-
di linearis d.e.-ek. Az els6rendti homogén linearis d.e.-ek megoldisai. Az
els6rendii inhomogén linearis d.e.-nek létezik megoldasa. ElsSrendd in-
homogén linearis d.e. Aaltalanos megoldasanak alakja. konstans variicio
modszer. Uj valtozé bevezetése (spec.: u = y/x és u = ax+by). Vonalelem, irany-
mezd. Partikularis megoldas lokalis vizsgalata a d.e.-hez tartozé irdnymezGben.

Egzisztencia és unicitas (az ide vonatkozo tételeket nem kell tudni kimonda-
ni): példa olyan differencidlegyenletre, amelynek adott kezdeti feltétel mellett nem
egyvértelmid a megoldasa.



7. Magasabbrendii linearis d.e.-ek

Linearis d.e. fogalma. (Allando/fiiggvény-egyiitthatos, homogén /inhomogén.) Az
n-edrendi homogén lineéris differencidlegyenlet megoldasai n-dimenzios vektorte-
ret alkotnak. Az n-edrendid homogén linearis, konstans egyiitthatés dif-
ferencidlegyenletnek létezik = — e alakti megoldasa. Karakterisztikus
polinom. Az altalanos megoldas alakja.

Az n-edrendi inhomogén lineéris differencidlegyenlet altalanos megoldasanak
alakja. Az n-edrendid inhomogén linearis d.e. partikularis megoldasanak keresése
speciélis jobb oldali zavaro fliggvény esetén probafiiggvénnyel. Kiils6 rezonancia.

8. Laplace-transzformécié

A D, fiiggvényhalmaz és a Laplace-transzformalt definicidja. Nevezetes fiiggvé-
nyek Laplace-transzformaltja. A Laplace transzforméci6 linearitasa és egyéb tu-
lajdonsagai. Egyértelmiségi tétel.

Alkalmazas differencidlegyenletek megoldasara.

9. Tobbvaltozés fliggvények hatarértéke és derivalasa

Tobbvaltozos fliggvények értelmezése, grafikon, szemléltetésiik. Tavolsag, kornye-
zet fogalma; belsé-, kiils6-, hatarpont, torlédasi pont, zart és nyilt halmazok, kom-
pakt halmaz, korlatos halmaz. Pontsorozat és konvergenciaja.

Tébbvaltozos fiiggvenyek hatarértéke és folytonossaga. Osszetett fiiggve-
nyek és fiiggvénykompozicié folytonossaga.

Kompakt halmaz folytonos fiiggvény altali képe kompakt, Weierstrass-tétel.
Osszefiiggdség, Bolzano-tétel és ennek egy kdvetkezménye.

Parcialis derivalt fogalma. A totalis derivalt, gradiensvektor. A totalis derivalt
létezésének sziikséges feltételei. Egy elégséges feltétel.

10. A derivalas alkalmazasai

Totélisan derivalhato fliggvény érintésikja, irAnymenti derivalt és kiszamita-
sa. Gradiensvektor tulajdonsagai. Melyik irdnyban legnagyobb ill. legkisebb az
irdnymenti derivalt és mekkora?

Vektorértéki fiiggvények derivalasa, fiiggvénykompozicié derivaltja. R™ — R
fiiggvények masodrendii paricalis derivaltjai és masodik derivaltja. Young-tétel.

Lokalis szélsGérték definicidja, létezésének sziikséges feltétele. Szimmetri-
kus matrixok definitségének értelmezése. A lokalis szélsGérték elégséges feltétele
kétvaltozos fiiggvényekre. Abszolat szélsGérték fogalma, meghatarozasa.

11. Tobbvaltozos fiiggvények integralasa

Integralas téglalapon. Az integral értelmezése. Kiszamitasa a Fubini-tétellel. Elég-
séges feltétel az integral 1étezésére. Jordan-mérhetdség és Jordan-mérték. Normal-
tartoméanyok és az integral kiszamitdsa normaltartomanyon. KettGsintegral transz-
forméacioja. Sikbeli polar koordinatarendszer, és Jacobi-determinansa. Harmas-
integral kiszamitasa téglatesten, normaltartomanyon és helyettesitéssel (gombi ill.
hengerkoordinaték, és Jacobi-determinansuk).



