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1. feladat (12 pont)
Legyen

f(x, y) := 2x2 + 5y2 − 4xy − 4x− 2y + 5
(
(x, y) ∈ R2

)
.

Határozzuk meg f lokális szélsőértékehelyeit és ezek típusát.

Mo. Minden (x, y) ∈ R2 esetén

∂1f(x, y) = 4x− 4y − 4 (1p) ∂2f(x, y) = 10y − 4x− 2 (1p)

4x− 4y = 4
−4x+ 10y = 2

}
(2p) ⇔ (x, y) = (2, 1) (2p),

és f a sík minden pontjában differenciálható, tehát csak a fenti pontban lehet lokális
szélsőértéke. Minden (x, y) ∈ R2 esetén (f másodrendű parciális deriváltjai a sík
minden pontjában folytonosak)

f ′′(x, y) =

[
4 −4
−4 10

]
(3p),

azaz f ′′(2, 1) pozitív definit (pl. főminorokkal indokolva) (2p), tehát f -nek a (2, 1)
pontban lokális minimuma van (1p).
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2. feladat (12+12=24 pont)
Számítsuk ki az

∫
H

f integrál értékét, ahol

a)

f(x, y) :=
x√

x2 + y2

(
(x, y) ∈ R2

)
,

H := {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ x ≤ y}.

b)
f(x, y, z) := 2y

(
(x, y, z) ∈ R3

)
H ⊆ R3 pedig azon korlátos térrész, amelyet a koordinátasíkok, valamint az x = 2,
y = 3 és z = x+ 1 egyenletű síkok határolnak.

Mo. a)

H =
{
(r cos(φ), r sin(φ))

∣∣∣ 1 ≤ r ≤ 2,
π

4
≤ φ ≤ φ

2

}
, (4p).

Polárkordinátákkal (1p) :

∫
H

f
(2p)
=

2∫
1

π
2∫

π
4

r cos(φ)

r
· r dφ dr

(2p)
=

2∫
1

r dr

π
2∫

π
4

cos(φ) dφ
(2p)
=

[
r2

2

]2
r=1

[sin(φ)]
π
2

φ=π
4

(1p)
=

3

2

(
1− 1√

2

)
.

b) H = {(x, y, z) ∈ R3 | 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 3, 0 ≤ z ≤ x + 1} (2p). H
normáltartomány, az integrandus folytonos H-n (1p) , tehát

∫
H

f
(2p)
=

2∫
0

3∫
0

x+1∫
0

2y dz dy dx
(2p)
=

2∫
0

3∫
0

2y(x+ 1) dy dx
(2p)
=

2∫
0

x+ 1dx ·
3∫

0

2y dy
(2p)
=

=

[
(x+ 1)2

2

]2
x=0

[
y2
]3
y=0

(1p)
= 36.

2



Matematika A2c
Vegyészmérnöki- és Biomérnöki Kar

VIZSGA 2026. június 10.
Megoldások

3. feladat (6+8=14 pont)
Mondjuk ki és bizonyítsuk a polártanszformációról szóló tételt (kérváltozós függvények
integrálásval kapcsolatban).

Mo. Tétel. Legyen A ⊆ [0,+∞[×[0, 2π] Jordan-mérhető (1p) , és

P : R2 → R2; (r, φ) 7→ (r cos(φ), r sin(φ)) .(1p)

Ha az f : R2 ↣ R függvény korlátos a P ⟨A⟩ halmazon (1p) , akkor∫
P ⟨A⟩

f(x, y) d(x, y) =

∫
A

f(r cos(φ), r sin(φ))r d(r, φ), (3p)

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldal létezik, akkor a másik is és egyenlőek.

Bizonyítás. A P függvény a ]0,+∞[×]0, 2π[ halmazon injektív (1p) , továbbá
folytonosan differenciálható R2-en (1p) , és minden r, φ ∈ R esetén

P ′(r, φ) =

(
cos(φ) −r sin(φ)
sin(φ) r cos(φ)

)
, (4p)

tehát detP ′(r, φ) = r (2p) , így az integráltranszformációs tétel alapján adódik a
tétel állítása.
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