Matematika A2c VIZSGA 2026. janius 17.
Vegyészmérnoki- és Biomérnoki Kar Megoldasok

* 1. feladat (12 pont)
Legyen

flay) =2 +y° = 3zy  ((z,y) €R?).

Hatarozzuk meg f lokélis szélsGértékeit és ezek tipusat.

Mo. Minden (z,y) € R? esetén

O1f(x,y) =32 =3y (Ip)  Oof(w,y) =3y" —3z (1p)

W w o) R e @) e {0.0.0) @)

és [ a stk minden pontjaban differencidlhato, tehat csak a fenti két pontban lehet
lokélis szélsGértéke. Minden (z,y) € R? esetén (f masodrendi parcialis derivéltjai
a stk minden pontjaban folytonosak)

tehat
roo= (5 F) ran=(5 7)o

azaz f"(0,0) indefinit, f”(1,1) pozitiv definit (pl. féminorokkal indokolva) (2p),
kévetkezésképpen az origoban nincs lokalis szélsGértéke f-nek, az (1,1) pontban
pedig lokalis minimuma van (2p).
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* 2. feladat (12+12=24 pont)
Szamitsuk ki az [ f integrél értékét, ahol
H

a)
flz,y) =4z ((z,y) € R?)

H pedig az y = 222 — 2 és y = 2? + 2x egyenletd alakzatok altal hatarolt korlatos
tartomany.

b)
2

f(l',y,Z)Z B (m7y72) GR?) )
Verr )
H::{(:v,y, )ERg‘l x2+y2§4,0§z§3\/x2+y2}.

Mo. a) Metszéspontok:
20 —x=1"+2r & 2*-3r=0 < z2€{0,3} (2p).
Pl. 1-et behelyettesitve: 2-1> —1=1<3=12+2-1 (1p), azaz
H={(z,y) eR*|0< <3, 20" —x<y<a’+2r} (2p).
H norméltartomény, az integrandus folytonos H-n (1p) , tehat

3 x2422 3

/flp/ / 4r dydx (2p) /4:6 (3z — 2?) dx 2p) [4:6 —xﬂizo(l:p)ﬂ.

0 222—¢ 0

H = {(rcos(p),rsin(p),2) |1 <r<2,0<p<2m, 0<2<3r} (3p),

Hengerkoordinatakkal (1p) :

2w 3r 27 2 9

2
2
/f ///— rdzdgpdr = //6rdzdgpdr(1:p)127r/rdr(2:p)127r [%1 (2:p)187r.
r=1
0

1 1
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3. feladat (4-+10=14 pont)
Mondjuk ki és bizonyitsuk bazisok jellemzésérsl szolo tételt.

Mo. Tétel. Legyen V egy R"-beli altér (1p) , és v;,v,,...,v, egy V-beli vektorrendszer
(1p) . Ekkor a kovetkezd allitasok ekvivalensek.
(i) A vy,90,,...,v; vektorrendszer bazis V-ben. (1p)
(ii) Minden V-beli vektor egyértelmien irhato fel a v, v,,...,v, vektorrendszer

linearis kombinaci6jaként. (1p)

Bizonyitds. (i) = (ii): Mivel v, v,,...,v, béazis V-ben, ezért generatorrendszer is
V-ben, tehat minden V-beli vektor felirhat6 ezen rendszer linearis kombinécidjaként
(2p) . Az egyértelmiiség belatasahoz legyen v € V', és tegyiik fel, hogy A1, Ao, ..., Ag,
tovabba puq, po, . . ., ux olyan valos szamok, amelyekre

o1+ pave + ..+ v = v (2p)
Ekkor
(A1 — p)or + (A2 — p2)va + .o+ (A — p)u, =0 (1p),

tehat a vektorrendszer linearis fiiggetlensége (1p) alapjan
A=, Ao =g A = (1p)

(17) = (i) Ha (i7) teljesiil vy, v,,...,v,-ra, akkor azonnal adodik, hogy generator-
rendszer V-ben (1p) ; a linearis fiiggetlenséget pedig onnan kapjuk, hogy a 0 vektor
is egyértelmten irhato fel a vektorrendszer linearis kombinécidjaként, tehat csak a
trivialis linearis kombinaciojuk allitja el a nullvektort (2p) .




