Matematika A2c I. zarthelyi 2026. marcius 26.
Vegyészmérnoki és Biomérndki Kar Megoldasok

1. feladat (84+12=20 pont)
Milyen x € R esetén konvergensek az alabbi sorok?
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Mo. a) Minden n € Nt esetén legyen ay, := 3% Ekkor
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tehat R, =0 (2p) , azaz csak z = —1 esetén konvergens a sor (2p)
b) Legyen u := (z 4+ 1)2 (38p) , és vizsgaljuk a > %u" sor konvergenciajat. Minden n € N esetén legyen b, := 4%
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ezért Ry =4 (1p) , tehat az eredeti sor |z + 1| < 2 esetén konvergens (1p) , x = —3,1 esetén pedig divergens (2p)
, azaz pontosan akkor konvergens ha z €] — 3,1 (1p) .

2. feladat (10+10=20 pont)
Hatarozzuk meg az aldbbi fliggvények zo = 0 koriili Taylor-sorfejtését, a Taylor-sor konvergenciasugarat, valamint az
F100)(0) és g(99)(0) derivaltakat.

a) f(z) = ﬁ (@ €R) b) 9(x) = V2 + 23 (z€R)
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ahol a () egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha |z| < V/2 (1p) , tehat f (0 kbzéppontt) Taylor-sordnak konvergen-
ciasugara ¥/2 (1p) .
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ahol az utolsé egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha |z|? < 2 (1p) , tehat a Taylor-sor konvergenciasugara ¥/2 (1p),
illetve
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3. feladat (6410+4=20 pont)
a) Definialjuk a linearis fliggetlenség fogalmat.

b) Az R™-beli a, b, c vektorrendszer line4risan fiiggetlen. Igaz-e, hogy ekkor az
a,2b+3c,a+b+5¢c
vektorrendszer is linearisan fiiggetlen?
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c) Bazisa-e R3-nak a vy := |0| ,v2 := |4]| ,v3 := [4]| vektorrendszer?
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Mo. a) Az R™-beli v;,v,,...,v, vektorrendszert linearisan fiiggetlennek nevezziik, ha
A1vqy + Aove + ..+ Agyy, =0
csak a A1 = A2 = ... = A\ = 0 esetben fordulhat el (6p) .
b) Legyenek A1, A2, A3 € R olyanok, hogy
Aa+ X2(2b+3c)+ A3(a+b+5¢) =0 (2p).

Ekkor
(M 4+ A3)a+ (2A2 +A3)b+ (3A2 +5A3)c =0 (2p),

igy az a, b, c rendszer linearis fliggetlensége miatt

Al + A3 =0
22 + A3 =0 (1p),
32 + 53 =0

amibdl (megoldva az egyenletrendszert) A1 = A2 = A3 =0 (3p) , tehat a vektorrendszer linearisan fiiggetlen (2p) .

¢) Nem, mert v3 = v1+v2 (2p) , azaz linearisan Gsszefiiggs a vektorrendszer (2p) , igy nem alkothat bézist semmilyen
altérben.

4. feladat (10+10=20 pont)

Szamitsuk ki az aldbbi matrixok determinansat. 1 1 1 1 1
0 1 3 2 3 4 5 6
A= 2 =2 0 B=(3 3 4 5 6
1 1 1 4 4 4 5 6
5 5 5 5 6
Mo. A els§ sora szerint kifejtve (1p)
det(A) %) _ det [ f (1) } + 3det [ f _12 } P 5430242 %0,
Az els6 sor megfelels szamszorosait levonva a t6bbibsl (2p)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 (6p) 0O 1 2 3 4 (2p)
det(B)=det [3 3 4 5 6| ='det|0 0 1 2 3| &1
4 4 4 5 6 0O 0 0 1 2
5 5 5 5 6 0O 0 0 0 1
5. feladat (20 pont)
Adjuk meg az aldbbi egyenletrendszer &sszes megoldasat.
1 + T2 — T3 = -2
2x1 —x2 + 3 =5
—x1 + 229+ 223 =1
Mo. a) Gauss-eliminéacioval (1p)
1 1 —-11] -2 (4p) 1 1 —-11] -2 (2p) 1 1 —-1| -2 (2p) 11 —-1| -2
2 -1 1|5 [0 3 3|9 |01 —1|3[F 01 -1]|-3
—1 2 2 1 0 3 1 —1 0 3 1 -1 0 O 4 8
1 -1 2 1 1 0 0 1 0 O 1
Zp) 1 1| =3 |0 1 0|1 |®]0o 1 0|-1],
0 0 1 2 0 0 1 2 0O 0 1 2

tehat az egyetlen megoldas: 1 =1, z2 = —1, 23 =2 (3p) .

6. feladat (plusz 10 pontért)
Bizonyitsuk be, hogy ha A, B € R™"*X" és det(A) # 0, akkor létezik olyan X € R™"*X", hogy AX = B.




Mo. 1. megoldds Jeldlje a B matrix j-edik oszlopat b, € R™ (j = 1...,n) (2p) . A det(A) # 0 feltétel miatt (1p)
minden j € {1,...,n} esetén (egyértelmten) létezik olyan x. € R™, amelyre Az; =b; teljesiil (3p). Legyen X az az
n X n-es matrix, amelynek j-edik oszlopa z; (j=1,...,n) (2p) . Ekkor a métrixszorzas definici6ja alapjan AX = B

teljesiil (2p) .
2. megoldds A det(A) # 0 feltétel miatt A-nak létezik inverze (3p) , akkor az X := A~1B (2p) valasztassal

AX = A(A7'B) P (aa-1)p%) [, WP p.




