Matematika A2c I. pétzarthelyi 2026. aprilis 23.
Vegyészmérnoki és Biomérnoki Kar Megoldasok

1. feladat (144+6=20 pont)
a) Milyen x € R esetén konvergens az alabbi sor?

n(2x + 4)™
3 ( = )

neNt

b) Adjuk meg az alabbi 6sszeget zart alakban.

oo 2n
Z (2n)!

n=0

Mo. a) > "(2272%)” = Y F(x+2)" (3p) . Minden n € N* esetén legyen a,, := 3%. Ekkor

neNt neNt

n (2p) YN noeo 1
Vi 2L L (o),

tehat R, =3 (2p) , azaz minden x €] — 5, 1] esetén konvergens a sor (2p) (z € R\ [—5,1] esetén
pedig divergens).
Vizsgéljuk meg az intervallum végpontjait:
e z=—5eseténa y. (—1)"n divergens (1p),
neN+
e x=1eseténa Y. n sor divergens (1p),
neN+t

tehat Osszegezve: a sor pontosan akkor konvergens, ha x €] — 5,1[ (1p) .
b) Minden = € R esetén (2p)

> 2" 2p = \@2" 2p
2 (2n)!(:)z ((Qn))! Hen(v2)

n=0 n=0

2. feladat (10+10=20 pont)
Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények zo = —1 koriili Taylor-sorfejtését, valamint a Taylor-sor konver-
genciasugardt és konvergenciatartoményat.

W @)= 51— (@ eR\{-2)) D) g(2) = (2 €R)

Mo. a)

(2p) 1 COR n<2_p>°°_nz n
e = s P MG RSP BRI

ahol a (%) egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha |z + 1] < 1 (2p) , tehat f (—1 kozépponti)
Taylor-soranak konvergenciasugara 1 (1p) , konvergenciatartomanya pedig | — 2,0[ (1p) .

(0 koriili Taylor-sorfejtésért az a) részre jaroé pontokbol legfeljebb 6 pont adhato.)
b) Minden = € R esetén (1p)

+2D) 3 302:113P) 3= (3(z +1))" (2p) o= 3" .
)=¢’ 56363(“):1)632) T OeS.n!(IJrl)’

g(x

tehat a Taylor sor konvergenciasugara +oo (1p) , konvergenciatartoménya pedig R (1p) .

(0 koriili Taylor-sorfejtésért a b) részre jaroé pontokbol legfeljebb 5 pont adhato.)



3. feladat (6+10+4=20 pont)

a) Definidljuk a bazis fogalmét.

b) Bazist alkotnak-e R3-ban az aldbbi vektorrendszerek?

bi) o - -
1 1
u:=10 vi=| 2 w:=| 1
L 2 - - 0 - L -
bii) o o o
e T 0
u:= 1|0 vi= | 1 w:=1|0
| 0 | 0 ] | 0 |
Mo. a) AV C R™ altér bazisanak nevezziik a vy, v,,...,v, vektorrendszert, ha v,v,,..., v, genera-

torrendszere V-nek, és linearisan fiiggetlen. (6p)

bi) Mivel dim(R3) = 3, ezért elég belatnunk a vektorrendszerrél, hogy linedrisan fiiggetlen (2p) .
Legyenek A1, A2, A3 € R olyanok, hogy

Au+ v+ Asw=0. (2p)

Ekkor
A1+ Ao =0
2X2+A3=0 (2p),
21 =0

amib8l A\ = Ay = A3 =0 (2p) , tehat a vektorrendszer linearisan fiiggetlen (2p) .

bii) Egy nullvektort tartalmazé vektorrendszer linedrisan dsszefiiggs, ezért nem lehet bazis R3-ban.
(4p)

4. feladat (84+8=16 pont)
Szamitsuk ki az alabbi matrixok determinansat.

0 1 0 0 O
1 1 0 -1 0 0 0 O
A=12 -2 0 B := 0 0 0 0 2
1 1 1 0 0 3 00
0 0 0 1 0
Mo. A utols6 oszlopa szerint kifejtve (1p)
det(A4) % det [ ; 52 } ) o oy

B determinansat a definicié alapjan szamolhatjuk ki (2p) . Az egyetlen nemnulla taghoz tartozo

permutécio:
1 2 3 4 5
7T'<21534> (2p)

det(B) = (-1)*-1-(~1)-2-3-1=6 (2p).

inv(r) =3 (2p) , tehat

(alternativ megoldas: kifejtési tétellel)



5. feladat (16+8=24 pont)
a) Adjuk meg a kovetkezs egyenletrendszer Gsszes megoldésat.

I1+2$27I3+I4 =1
21’1+51’2+1’3—1’4 =2
x1 +3r9 + 223 — 204 =

4z + 9x9 — 23 + X4 =4

1 2
b) Legyen B := [0 0

]‘ B2026 _9

Mo. a) Gauss-eliminacioval

12 -1 1|1 12 -1 1|1
2 5 1 —1|2|@ |0 1 3 -3|0|em[1l 2 -1 1|1
13 2 —2/1| 7 ]o0o1 3 -3/0 [013—30]
49 -1 1 |4 01 3 =30
Gp[1 0 -7 7|1
N01330}

tehat a megoldasok: (4p)

x1 =14+ Tx3 — Tay

To = 73333 + 31’4
r3 € R
z4 € R.
b) B-B=B (3p), ezt felhasznalva:
R2026(2P) p2 2024(1P) 5 o024 _ 2 p2023 _ g pg2o23 . (2P)p

6. feladat (plusz 10 pontért)
Bizonyitsuk be, hogy ha az R"-beli v,, ..., v, vektorrendszer linearisan fiiggetlen, tovidbbad a vy, ..., vy, v5 11
vektorrendszer linearisan Gsszefiiggd, akkor

Vg1 € span(vy, ..., uy)

Mo. A v,y,...,v;,v,,, vektorrendszer linedrisan Gsszefiiggd, tehat 1éteznek olyan A, Ao, ..., Ay valos
szamok, hogy nem mindegyik 0 és

Aoy 4 Aovy + o+ A1y =0 (2p)

Mivel a vy, ... ,v;, rendszer linearisan fiiggetlen, ezért A1 # 0 (2p) , ellenkezd esetben a vy, ..., v,
vektorrendszernek adodna egy nemtrivialis linearis kombinacidja, ami a nullvektort allitja el (2p).
Az el6bbi egyenlGséget atrendezve:

A1 A2 Ak

——V - Uy — ... —
Akt1 Akt1

Vg1 =

azaz vy, € span(vy,...,v;) (1p) .




