Matematika A2c I1. zarthelyi 2026. majus 21.
Vegyészmérnoki és Biomérnoki Kar Megoldasok

1. feladat (104+-10=20 pont)
a) Szamitsuk ki az
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matrix sajatértékeit. (A hozzajuk tartozo6 sajatvektorokat nem kell megadni.)
b) Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

1
!/
Mo. a)
3-A 2 2 1 oy )
det(A—X)=det | 2 3-Xx =2 | Z3-N(B-N?-49=0 & Xx=1,3,5,
0 0 3-x

ahol a (x) egyenldségnél a determinanst az utolso sora szerint fejtettiik ki; tehat sp(A) = {1,3,5} (2p) .
b) Szeparalhato differencidlegyenlet, a tanult modszerrel:
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Az egyenléség bal oldala:
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Az egyenléség jobb oldala:

1 (nﬂ/ 2 1
=0 | Tr g 4= g arcte 2 R) (2p).
/Hm#x 2] Tr e T a0 G (G ER) (2p)

Tehat a megoldas (implicit alakban):

v’ (x)
3

= %arctg (22)+C (C€eR) (2p).

2. feladat (18 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

xy’ =y + 2? cos(z)

Mo. Atrendezve:
y - = xcos(z) (2p).
x

Inhomogén linearis egyenlet, a hozza tartozdé homogén egyenlet:

y—%:o —  ya(z)=Cz (CeR, zeR\{0}) (6p).

(Megoldva szeparalhatoként, vagy a megoldas altalanos alakjanak ismeretébdl.)

Az inhomogén egyenlet megoldasa: keressiik a megoldast y(x) = ¢(x)x alakban (ahol ¢ egy R — R
differencialhato fiiggvény) (1p) .

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

d(x)x + c(z) — c(z) = zcos(x) (2p).
y'(x) ?:;

x
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Ebbdl pedig ¢/ (z) = cos(z).
/cos(:z:) dz =sin(z)+D (DeR) (3p),

tehat a D = 0 valasztassal ¢(x) := sin(z), igy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:

yip(@) = c(@)e = asin(x) (1p).

Amibdl az altalanos megoldas:

vi (@) 2 (@) + yna(z) B zsin(z) + Cz (C €R, z e R\ {0}).

3. feladat (22 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

y//+2y/+y:x+671

Mo. Masodrendd, linearis, allandé egyiitthatds, inhomogén egyenlet. A homogén egyenlethez tartozo
karakterisztikus egyenlet:
M2 +1=0 (2p),

gyokei: Ay 2 = —1 (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
Yna(r) = Cre ™ + Coze™ (z€R, C1,C2 € R) (4p).

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat keressiik y(z) = Az + B + Cx%e™® (v € R,
A, B,C € R) alakban (rezonancia) (4p) . Derivalva kétszer (2p) :

y(r) = Az + B+ Cx?e™™ |-1
Y (r) = A+ (—Cz® +20z)e™" |-2
y'(r) = (Ca® — 4Cx +2C)e™™ [-1
Behelyettesitve a differencidlegyenletbe (1p) :
1
Az +2A+B+2Ce*=x+e* = AZI,B:—Q,C:§ (3p),

tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldéasa:

2
Yiplx) =0 —2+ %e‘w (x eR) (2p).

A differencialegyenlet altalanos megoldasa:
Yi,a(®) = Yip(®) + ynalz) =

2
=z -2+ %67“" +Cie "+ Coze™ (xR, C,Cy €R) (2p).

4. feladat (6+14=20 pont)
a) Mondjuk ki a Laplace-transzformaltakkal kapcsolatos egyértelmtiségi tételt.
b) Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémét Laplace-transzformécio segitségével.

Yy +2y=ce, y(0)=2




Mo. a) Legyenek f,g € D, folytonos fliggvények (2p) , és tegyiik fel, hogy létezik olyan so € R4, hogy
minden s > sg esetén s € Dom(L(f)) N Dom(L(g)) és L(f)(s) = L(g)(s) (2p) . Ekkor f =g

(2p) .
b) Vegyiik mindkeét oldal Laplace-transzformaltjat, és legyen Y := L(y).
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Ebbdl atrendezéssel, majd parcialis tortekre bontéssal:
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Az egyértelmiiségi tétel alapjan pedig

y(t) = %et + gefzt (teR) (4p).

5. feladat (10+10=20 pont)

a)
. 222 4 xy + 3y3
lim ————> =7
(@y)—=00) 2 +2y2
b) Legyen
7 + sin(y?) :
TS ) ha (z,y) € R2\ {(0,0
ro | ST ) € R (0.0)
0 , ha (z,y) = (0,0).

Szamitsuk ki f els6rendd parcialis derivaltjait a sik minden pontjaban.

Mo. a) Legyen f(z,y) := 242030 ((2,4) € R?\ {(0,0)}).
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tehat a kérdéses hatarérték nem létezik (2p) .
b) Ha (z,y) € R?\ {(0,0)} (1p) , akkor

3y* cos(y®) (* + 2y*) — dy(x +sin(y?))
(22 4 2y2)?

2% + 2y% — 2x(x + sin(y?))
(22 + 2y2)?

81f(33,y) = <2p) 82f(a?,y) = (2p)'

Az origobeli parcialis derivaltakat a definici6 segitségével tudjuk kiszamolni.

@ 0) = F0,0) 1
g ==~ = lm 5=+ (p)

tehat 01 £(0,0) nem létezik (1p) .

a2f(0>0)_;l_r)%yfo T2 T 2



6. feladat (plusz 10 pontért)
Bizonyitsuk be, hogy ha A € R3*3 tetszéleges, akkor A-nak létezik (valos) sajatértéke.

Mo. A k4 polinom harmadfoka (2p) , ezért létezik valés gyoke (2p) (ennek indoklasa: (4p) ), ez
pedig sajatértéke lesz A-nak (2p) .




