Matematika A2c I1. potzarthelyi 2026. junius 2.
Vegyészmérnoki és Biomérnoki Kar Megoldasok

1. feladat (8+12=20 pont)
a) Linearis-e az alabbi leképezés? Ha igen, adjuk meg a méatrixat.
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b) Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet. A megoldast explicit alakban adjuk meg.
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Mo. a) Minden z = |z2| € R3 esetén
€3
0 2 0 1'1_ 21’2
0 2 1| |z2| =|2z2+23| = f(z) (6p),
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tehat f linedris (1p) és a maétrixa
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/=10 2 1 (1p).
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b) Szeparalhaté differencidlegyenlet, a tanult modszerrel:

Q x — /ydy:/ i dz (2p).

dx:y+azy 1+x

Az egyenlGség bal oldala:
2
/ydy = % +C1 (C1eR) (2p).

Az egyenléség jobb oldala:

T 2 1
/1+xmﬁ?/ﬁf1+$dx:x7mu+xuxz (Ch€R) (2p).
Tehat a megoldas (implicit alakban):

y*(x)
2

—z—In[l+z+C (CeR) (2p).

Explicit alak:

y(x) = +y/2z — 2|1+ 2| +C (C€R) (2p).

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet.

3
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Mo. Inhomogén linearis egyenlet, a hozza tartoz6 homogén egyenlet:

y - 3;3/ =0 = ypale)=Cz®> (CeR,zeR\{0}) (7p).

(Megoldva szeparalhatoként, vagy a megoldas altalanos alakjanak ismeretébdl.)

Az inhomogén egyenlet megoldasa: keressiik a megoldést y(x) = c(x)x® alakban (ahol c egy R »— R
differencialhato fiiggvény) (1p) .

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

d(x)2® + 3c(x)2z? — 3c(x)2® = 23e**  (2p).
——
y'(x) 3y(=)
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Ebbél pedig ¢/ (z) = e2*.
, 1
/62“ dz = 5629: +D (DeR) (3p),

tehdt a D = 0 valasztassal c(z) := 3e??, igy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldésa:

25
Yiplx) = c(x)x® = ?e% (2p).

Amibdl az altalanos megoldas:

(2p)

3
via(@) 2 yip() + pna() B Lo 4 Cat (C R, @ eR\{0}),

3. feladat (20 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

1

y'—y=e"(22+3)

Mo. Masodrendd, linearis, allandé egyiitthatds, inhomogén egyenlet. A homogén egyenlethez tartozo
karakterisztikus egyenlet:
)\2 -1=0 (2p)7

gyokei: A2 ==£1 (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
Yna(x) =Cre® + Coe™ (z €R, Cy,C2 € R) (4p).
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat
y(r) = (Az® + Bx)e® (x € R,A,BER) (4p)
alakban keressiik (rezonancia miatt). Derivalva kétszer (2p) :

y(x) = (A2® 4 Bx)e® [-(
y'(2) = (A2 + (2A + B)x + B)e” [-0
y'(r) = (A2 + (4A + B)x + 24 + 2B)e" |-1

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

y'(z) —y(z) = (4Az + 24 + 2B)e” = (22 + 3)e” (1p)
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tehédt az inhomogén egyenlet egy partikuléris megoldasa:

2
wole) = (G +e)e* @e®) ()
A differencidlegyenlet altaldnos megoldésa:

Yia(2) = Yip(®) + ynalr) =

2
= (1:2 + a:) e" 4+ Cie" +Cee™ (z€eR,C,Cy €R) (2p).

4. feladat (16 pont)
Oldjuk meg az alédbbi kezdetiérték-problémat Laplace-transzformacio segitségével.

y' 2y +y=¢", y(0)=0,y(0)=2

Mo. Vegyiik mindkét oldal Laplace-transzformaltjat, és legyen Y := L(y).

(3p) 2 /

=5"Y (s) — sy(0) — y'(0) + 25Y (s) — 2y(0) + Y (s)
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Ebbdl atrendezéssel, majd parcialis tortekre bontéssal:

1 2 (1p) 2s —1 (1p) A B C (p)
G-De+12 T GI1?  (-DEF02  s—1 s+l (s+1p2
A(s+1)2+B(s—1)(s+1)+C(s—1)

(s—1)(s+1)2 ’

v (s) %

amibdl behelyettesitéssel vagy beszorzas utan az egyiitthatok csszehasonlitaséival:

1 1 3 11 1 1 3 1
A== B == = — Y = —. —_. . 3
=g w YO =9 -0 5t e s O

Az egyértelmiségi tétel alapjan pedig

1 1 3
y(t) = Zet - Ze_t + ite_t (teR) (3p).




5. feladat (4+6+10+4=24 pont)
Legyen
3xy

fay) = { magp @) ERA{(0,0)}
0

, ha (z,y) = (0,0).

a) Fogalmazzuk meg a tanult elégséges feltételt pontbeli (totalis) differencidlhatosagra.
b) Folytonos-e az f fiiggvény? (Indokoljunk!)

c) Szamitsuk ki f elsérendd parcialis derivaltjait!
)

d) A sik mely pontjaiban differencialhato f7 (Indokoljunk!)

Mo. Elégséges feltétel pontbeli differencidlhatésdigra: Ha a € () int(Dom(9;f)), és f minden parcialis
i=1

1=
derivaltfiiggvénye folytonos a-ban (vagy gyengébb feltétel: a egy kornyezetén), akkor f (totélisan)
differencialhat6 a-ban (4p) .

b) (£,3) "% (0,0 6s f (£.1) =1-» 0= f(0,0) (5p), tehat az atviteli elv miatt f nem folytonos
az origdban (1p) .

c¢) Ha (z,y) € R?\ {(0,0)} (1p) , akkor

3y(a? + 2y%) — 622y 3z(z? + 2y?) — 122y

Az origobeli parcialis derivaltakat a definicio segitségével tudjuk kiszamolni (1p) :
01£(0,0) = tim L0 =TSO0 o a5y 5, p(0,0) = tim LW SO0 5o
z—0 z—0 y—0 y—20

d) Az origéban nem differencialhat6 f, mert ott nem folytonos (2p) , a sik tobbi pontjaban pedig
differencialhato, mert 9 f és Oo f folytonos az R? \ {(0,0)} (nyilt) halmazon (2p) .

6. feladat (plusz 10 pontért)
Bizonyitsuk be, hogy ha f : R™ — R™ linearis leképezés, és Ker(f) = {0}, akkor f injektiv. (Emlékeztetds:
Ker(f) :={z € R"| f(z) =0}.)

Mo. Legyen z1,29 € Dom(f), és tegyiik fel, hogy f(z1) = f(z2) (2p) . Ekkor f linearitdsa miatt

f(x1—22) = f(z1) — f(z2) =0 (4p),

azaz x1 — 3 € Ker(f) = {0} (2p) , kovetkezésképpen z1 = z2 (2p) .




