Matematika A2c I1. potpotzarthelyi 2026. junius 5.
Vegyészmérnoki és Biomérnoki Kar Megoldasok

1. feladat (5+5+410=20 pont)
a) Mikor neveziink linearisnak egy R™ — R™ leképezést? Irjuk le a definiciét.
b) Linearis-e az alabbi leképezés? Ha igen, adjuk meg a méatrixat.
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¢) Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet.
/1412
"= — (y #0)

Mo. a) A definici6 helyes kimondéasa: (5p) . (A métrixokkal valo ekvivalens jellemzésért legfeljebb 2

pont adhato.)

0 2 -2 0

b) Nem, mert pl f | — | 1 =| 2 |#| -2 |=-f 1 (5p)
0 0 0 0

¢) Szeparalhaté differencidlegyenlet, a tanult modszerrel:

1 2
dy _zl4yr /Ldy:/xdx (2p).
dz Y T+ 2

Az egyenlGség bal oldala:

/\/iﬁdy: V1i+y2+C1 (C1€R) (4p).
Y
Az egyenlGség jobb oldala:
2
/xdx@:")% L0y (CER) (2p).

Tehat a megoldas (implicit alakban):
2

\/1+y2(x):%+0 (CeR) (2p).

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az
y =2y —2z)? +1

differencidlegyenletet. A megoldést explicit alakban adjuk meg. (Segitség: hasznaljuk a tanult helyette-

sitések valamelyikét.)

Mo. Legyen u(x) :=2y(x) — 2z (2p) . Ekkor

d@)=2(x) -2 & (@)= “I;f”) +1 (2p),

tehat az 4j differencidlegyenlet:

' =2u* (2p)

Szeparalhato, u = 0 megoldas (1p) . A tanult modszerrel:

du 1 ~ o~

— = 2u? Zdu= [2 2 ——— =2 R

Lo = /u du / dz (2p) = (@) x+C (CeR) (5p),
tehéat az eredeti egyenlet megoldasai:

1
ya)=a - —5 (4p) & yl@)=z (2p)



3. feladat (20 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat!

y" +y = 3sin(2x)

Mo. Masodrendd, linearis allando egyiitthatos, inhomogén egyenlet. A homogén egyenlethez tartozo
karakterisztikus egyenlet:
N4+1=0 (2p),

gyokei: A\ o = £i, (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
yna(z) = Crsin(x) + Cycos(z) (x €R, C1,C2 € R) (4p)
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat
y(x) = Asin(2z) + Beos(2z) (x € R,A,B€R) (3p)
alakban keressiik (nincs rezonancia). Derivélva kétszer (2p) :

y(z) = Asin(2z) + B cos(2z) |
y'(z) = 2A cos(2x) — 2B sin(2z) | -
y"(z) = —4Asin(2x) — 4B cos(2x) |

[ S

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
y"(z) + y(x) = —3Asin(2z) — 3B cos(2x) = 3sin(2z) (2p)
= A=-1,B=0 (2p),
tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldésa:
Yip(r) = —sin(2z) (z €R) (1p)
A differencialegyenlet altalanos megoldasa:

Yi,a(T) = Yip(®) + ynalz) =
= —sin(2z) + Cy sin(x) + Cocos(z) (x € R, C1,Co € R)  (2p)

4. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémat Laplace-transzformécié segitségével.

y+2y=e"t, y0)=1

Mo. Vegyiik mindkét oldal Laplace-transzformaltjat, és legyen Y := L(y).

Ly + 2y)(s) ¥ () — y(0) + 2Y (s)
_ Bp) 1
Lt et =
( € ) (S) s+1
Ebbél atrendezéssel:
1 1 8 s+2 (@3p 1

(4p)
V()= (s+1)(s+2) T T (s+1)(s+2) s+1

Az egyértelmiiségi tétel alapjan pedig

yt)=e™" (teR) (3p).



5. feladat (6+10+4=20 pont)

a)
1
1' 1 JE— t 3 4 :?
(I,y);nl([)i)) s (33:2 T 2y2) arctg(z® + y*)
Legyen
3x cos(y)
——  ha(z,y) € R? 0,0
flay)=q 2 +2y° (@) \ (0.0}
0 5 ha. (1’7y) = (0’0)

b) Szamitsuk ki f els6érendi parcialis derivaltjait a sik minden pontjaban.

c) A sik mely pontjaiban differenciadlhaté (totalisan) f? (Indokoljunk.)

Mo. a) Legyen f(z,y) := sin (m) arctg(z® + y*) ((z,y) € R*\ {(0,0)}). Tegyiik fel, hogy

k—oo

0
(21, yx)ken olyan R? \ {(0,0)}-ban halad6 sorozat, amelyre (zx,yr) — (0,0) . Ekkor

(2p) . 1 3 4\ k—o
Tk, ="sin (| ——— | -arctg(xy, + — 0,
o) = sin (g ) ancta(ed + ) 23

k—>000

k
(
korlatos

tehat a pontbeli hatérérték definicioja alapjan ( %Hn( )f(x,y) =0 (2p) . (Akkor is adhato
z,y)—(0,0
maximaélis pont, ha a fenti gondolatmenetben nem szerepelnek sorozatok.)

b) Ha (x,y) € R?\ {(0,0)} (1p) , akkor

—3zsin(y)(2? + 2y?) — 122y cos(y)
(22 4 2y2)?

3cos(y)(z? + 2y?) — 622 cos(y)
(22 4 2y2)?

o f(z,y) = (2p)  Oaf(z,y) = (2p).

Az origébeli parcialis derivaltakat a definici6 segitségével tudjuk kiszamolni.

 f@0)—f0,0) .3
g =~ ~lm =+ (2p)

tehat 01 £(0,0) nem létezik (1p) .

f(O,y)—f(0,0)_ : 0

0:4(0,0) = limy y—0 y=0y

¢) Az origoban nem differencidlhat6 f, mert 04 f(0,0) nem létezik (2p) , a sik t6bbi pontjaban
pedig differencidlhat6, mert 9, f és do f folytonos az R? \ {(0,0)} nyilt halmazon (2p) .




