Feltételes szélsGérték szamitasa

Matematika G szigorlat segédlet

Egy adott f: R?* — R fiiggvény szélséértékeit (minimumét és maximumat) keressiik egy

g(z,y) <b

egyenlet altal megadott halmazon.

Weierstrass tétele: Egy f : R? — R folytonos fiiggvénynek egy korlatos és zart halmazon
van maximuma és minimuma is.

A széls6értékek két helyen lehetnek:

1. Vagy a tartomany belsejében vannak, ekkor a feltétel nélkiili szélsGérték-keresés mod-
szerét hasznalhatjuk. FEz azt jelenti, hogy megvizsgaljuk, hol lesznek az f fliggvény
derivaltjai nullédk, és ezen pontokban kiszamitjuk a Hesse matrixot:

1" "
— TT yx
H - 1 1" .
vy Jyy

— Ha ez a métrix pozitiv definit (azaz mindkét sajatértéke pozitiv, vagy masként
det(H) > 0 és f” > 0 és teljesiil), akkor itt a fliggvénynek minimuma van.

Ekkor négy eset fordulhat eld:

— Ha ez a maétrix negativ definit (azaz a sajatértékek negativok, vagy masként
det(H) > 0 ¢és fI, < 0 és teljesiil), akkor itt a fiiggvénynek maximuma van.

— Ha a matrix indefinit, azaz det(H) < 0 vagy méasként a két sajatérték nem nulla
de kiilonbozd elgjeld, akkor itt a fiiggvénynek nincs szélsGértéke (nyeregpontja
van).

— Ha det(H) = 0 vagy maéasként valamelyik sajatérték nulla, akkor nem tudjuk,
tovabbi vizsgéalat sziikséges (ilyen nem lesz a szigorlaton).

2. A szélsGértékek lehetnek a tartomany hataran is. Ekkor a Lagrange-féle multiplikatorok
modszerét hasznaljuk. Ehhez definialjuk az alabbi, Lagrange-fiiggvényt:

L(z,y) = f(z,y) — Mg(x) — b),

ahol A € R az un. Lagrange-multiplikidtor. Ekkor ott lehet a hataron szélsGérték, ahol
ezen L fiiggvény derivaltjai nulldk. Ezen pontokban ezeket kévetGen kiszamitjuk f
értékeit, és ahol a legkisebb az érték, ott lesz minimuma, mig ahol legnagyobb, ott lesz
maximum.

A két modszerrel kapott szélsGértékeket végiil dsszehasonlitjuk, és a nagyobbik maximum
lesz a globalis maximum, mig a legkisebb a globalis minimum.

1. Keressiik az alabbi fiiggvény szélsdértékeit az 22 + y? < 1 egyenletii kérlapon.

f(z,y) = 22* — 22y + 2y

Megoldas:
— A kor belsejében:
% =4xr — 2y =0,
g—g =2z +4y =0,



Az els6 egyenletbdl 2x = y, és a masodikbol z =y = 0 (Py(z,y) = (0,0)).

4 =2
-2 4 )’
ahol a determinans 20 > 0 és a bal fels§ elem 4 > 0, igy ez egy lokalis minimum. Itt a

fiiggvény értéke f(0,0) = 0.

— A hataron:

A Hesse matrix alakja

L(x,y) = 227 = 2xy + 25" — A(z® +¢* — 1),

L
Z—$:4x—2y—2)\x:(4—2)\)x—2y20
L

g—:—2:v—|—4y—2)\y:—2x+(4—2)\)y:0
Y

Az els6 egyenletbdl y = (2 — M)z, és a masodikbol x = (2 — A)y, ami azt jelenti, hogy
y = (2— A2y, tehat y = 0 vagy (2—N)? =1. Hay = 0: = 0 de ez nincs a hatéron,
igy ez nem érdekes. (2 — \)? = 1 megolddsai A =1 és \ = 3.

1
* Ha A = 1: 2 =y, igy tehat mivel 22 +y? = 1 ezért v = y = =——. A két pont ekkor

V2
P ( L1 ) ¢s P ( ! ! ) A fiiggvényértékek ezeken a helyeken
= és =|l-—,——F=. liggvén 7
2 3 \/§ \/§ gegveny Y
f(P)=1¢s f(P3) =1 (1p)
1
* Ha A = 3: z = —y, igy tehat mivel 2% + y* = 1 ezért * = —y = +—. A két

V2
t ekkor P, ( L L ) 6s P ( L ) A fuggvényértékek ezeken a
ont ekkor =—,——— ) és =l-——,— . v 7
helyeken f(Py) =3 és f(Ps) = 3. (1p)

.. 1 1 1 1
Osszefoglava, a miniumum (0,0)-ban van, a két maximum pedigaz | —, ——= | és | ——=, —
: oo peiens (J5-75) = (-7 72)

(]

pontokban.
2. Keressiik az alabbi fiiggvény szélséértékeit az z? + y? < 4 egyenletii korlapon.

flz,y) = 32% — 2zy + 3y°

Megoldas:
— A kor belsejében:
% = 6x — 2y =0,
g—?]j = —2x+6y =0,

Az els6 egyenletbdl 3z = y, a masodik egyenletbdl pedig . =y = 0 (Py(z,y) = (0,0)).

(1p)
A Hesse matrix
6 -2
(%)
amelynek determinansa 40 > 0 és a bal fels6 elem pedig 6 > 0, igy ez egy lokilis
minimum. A fiiggvényérték itt £(0,0) = 0.

— A hataron:
L(z,y) = 32% — 2xy + 3y* — A(z® +y* — 4),

L
g—$:6x—2y—2)\x:(6—2)\)x—2y20
L

g_y:—2x+6y—2)\y:—2x+(6—2)\)y:0

Az els6 egyenletbdl y = (3 — M)z, a masodikbol pedig x = (3 — \)y, igy tehat y = (3 —
—\)%y, azaz vagy y = 0, vagy (3 —\)? = 1 teljesiil. Ha y = 0, akkor = 0 de ez nincs a
hataron igy most nem érdekes. A (3 — \)2 = 1 egyenlet két megolddsa A\ = 2 és \ = 4.
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* Ha A = 2: ekkor z = y, azaz igy 22 + y? = 4 miatt z = y = +v/2. A két kapott
pont P, = (\/5, \/§) és Py = (—\/_, —\/5) Itt a fliggvényértékek f(P,) = 8 és
f(Ps) =8. (1p)

* Ha \ = 4: ekkor z = —y, azaz igy 2 +y?> = 1 miatt = = —y = £/2. A két kapott
pont P, = (\/_,—\/5) és Py = (—\/5, \/5) Itt a fiiggvényértékek f(P;) = 16 és
f(Ps) = 16. (1p)

Osszefoglalva, a minimum a (0,0) pontban van, mig a két maximum pedig a (\/_, —\/5) és

(—\/5, \/5) pontokban.

3. Keressiik az alabbi fiiggvény szélsGértékeit az a2 + y? < 9 egyenletd korlapon.

flz,y) = 6% — 2zy + 61>

Megoldas:
— A kor belsejében:
gi 122 — 2y =0,
?)_; = —2r+ 12y =0,

Az els6 egyenletbdl 3z = y, igy a masodikbol pedig z =y = 0 (Py(z,y) = (0,0)).

12 -2
-2 12)”
aminek determinansa 148 > 0 a bal fels6 elem pedig 12 > 0, igy ez egy lokélis minimum.

A fiiggvényerték itt £(0,0) = 0.
— A hataron:

A Hesse-matrix

L(x,y) = 627 — 2xy + 6y° — \(z* +y* - 9),

oL

— =12xr—-2y—2 x=(12—-2 )z —2y =0

T
oL
8—:—2x+12y—2)\y:—2x+(12—2/\)y20
)

Az els6 egyenletbdl y = (6 — \)z, a méasodikbol pedig z = (6 — \)y, ami alapjan y =
= (6 — \)?y, {gy vagy y = 0, vagy (6 — \)? = 1 teljesiil. Ha y = 0, akkor x = 0 de ez
nincs a hatéaron, igy ez a pont nem érdekes. A (6 — \)? = 1 egyenlet megoldasai A = 5
és A=1T.

* Ha A =5: 2 =y, igy ekkor 22+ y?> = 9 miatt x = y = i\/g. A két kapott pont igy

<\/; \/?) és Py = <—\/g, —\/g). A fiiggvényértékek ezekben f(Py) = 45

és f Py) = 45.
* Ha A\ = 7: 2 = —y, igy ekkor 2% + 4?> = 9 miatt = —y = j:\/g. A két kapott

pont igy P, = <\/; 2) és Ps = (—\/g, \/g> A fiiggvényértékek ezekben

f(Py) =63 és f(Ps) = 63.

Osszefoglalva, a minimum a (0,0) pontban van, mig a két maximum pedig a <\/g , —\/g> és

(—\/g, \/g> pontokban.
4. Keressiik az alabbi fiiggvény szélsGértékeit az x? + y? < 1 egyenletii korlapon.

flz,y) = 4% — 2y + 4y?

Megoldas:



— A kor belsejében:
of
— =8r—2y=0
or Z Y )
0
2 = —2x+8y =0,
Jdy

Az els6 egyenletbdl 4z = y, mig a masodikbol x =y = 0 (Pi(x,y) = (0,0)).

8§ =2
-2 8 )7
aminek determinénsa 68 > 0 és bal felsG eleme 8 > 0, igy ez egy lokélis minimum. A

fiiggvény értéke itt £(0,0) = 0.

— A hataron:

A Hesse méatrix

L(x,y) = 42% = 2zy + 4y° — \z® +y* — 1),

L
g—x—Sx—Qy—Q)\x—(S—Z)\)x—Zy—O
L

Z_y:_2x+8y—2)\y:—23:—1—(8—2)\)3/:0

Az els6 egyenletbdl y = (4— \)z, a méasodikbol pedig x = (4—\)y, amibsl y = (4—\)?y,
igy tehat vagy y = 0, vagy (4 — \)? = 1 teljesiil. Ha y = 0, akkor = 0 de ez a pont
nincs a hatéron fgy most nem érdekes. A (4 — X\)®> = 1 egyenlet megoldasai A = 3 és

A=05.
* Ha \ = 3, akkor x = y, azaz az 2> +y? = 1 egyenletb6l x = y = i%. A két kapott
1 1 1 1 ..
pont P, = (E, E) és Py = (_ﬁ’ —E) A fliggvényértékek ezen pontokban

1
* Ha A\ = 5, akkor ¢ = —y, azaz az 22 + y?> = 1 egyenlethdl 2 = —y = i—z. A

1 1 1 1
két kapott pont Py = | —,———= ) és P = | ———=, — |. A fiiggvényértékek ezen

pp“(ﬁﬂ)"’(\/ﬁ\/ﬁ) S
pontokban f(P,) =5 és f(Ps) = 5. (1p)

.. 1 1
Osszefoglalva, a minimum a (0,0) pontban van, mig a két maximum pedig a (E’ - )

V2
és (—i L) ontokban
V2 va) b '

5. Keressiik az alabbi fiiggvény szélsértékeit az (x — 1)? + y? < 1 egyenletti korlapon.
flz,y) =2 —y* + 3z — 1
Megoldas:

— A kor belsejében:
of

—=22+3=0,
Ox
of
Y= oy =,
Jy Y
amibdl z = —3/2 és y = 0 adodik. Ez viszont nincs a koérben (hiszen jelen esetben a
kor sugara egy, a kozéppontja pedig az (1,0) pontban van), igy nem érdemes tovabb

vizsgalnunk.

— A hataron:
L(z,y) =2 =y’ +3z—1—-A(z — 1) +¢° — 1),

L
a—:2m+3—2)\x+2)\:0
Oz

L
8—:—2@/—2)\y:0
dy

A masodik egyenletbsl —2y(1 + \) = 0 adodik, azaz vagy y = 0, vagy A = —1.
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* Ha y = 0, akkor a kor egyenletébdl (z — 1) = 1, azaz v = 0 és z = 2. Ha x = 0,
oL
akkor a a——es egyenletbdl A = —3/2. Ha x = 2, akkor pedig ugyanebbdl A = 7/2
x
adodik. Ezen ketts, P;(0.0) és P»(2,0) pontokban a fliggvény értékei f(0,0) = —1
és f(2,0) =09.
* Ha A = —1, akkor az els§ egyenletbdl + = —1/4. Ez nem lesz benne a korben,
barmennyi is y, igy ezt nem érdemes tovabb vizsgalnunk.

Ezek alapjan a fliggvény maximuma a P»(2,0) pontban, mig minimuma a P;(0,0) pont-
ban van.

6. Keressiik az alabbi fiiggvény szélsdértékeit az 2 + (y + 2)* < 1 egyenletii korlapon.

flz,y) = —22 4+ 22 +3y+5

Megoldas:
— A kor belsejében:
% = -2z =0,
g—zjj =4y+3 =0,

amibdl = —3/2 és y = 0. Mivel jelenleg a kor kozéppontja (0, —2) és sugara egy, igy
ez a pont nem lesz benne, igy nem érdemes tovabb vizsgalni.

— A hataron:
L(z,y) = —2* + 2" + 3y + 5 — M2* + (y +2)* — 1),

a—L:—Qx—Q)\x:O,
Ox

L
a—:4y+3—2)\y—4/\:0.
dy

Az els6 egyenletbdl © = 0 vagy A = —1.

* Ha z = 0, akkor a kor egyenletébdl y; = —1 vagy y» = —3, a hozzajuk tartozo
multiplikitorok \; = —1/2 és Ay = 9/2. Igy a kapott pontok P;(0, —1) és P,(0, —3),
itt a fiiggvény értékei pedig f(0,—1) =4 és f(0,—3) = 14.

L » . i v1l

* Ha A = —1, akkor a méasodik egyenletb6l y = —7/6. A kor egyenletébdl x1 = 5

VI < V11 7) 47

és xy = 5 2 figgvény értékei pedig ezekben a pontokban f s 6l T

) VIT 7\ 47
s fl—,—= | ==
6 6 12

. vI11i 7
Osszefoglalva a fliggvénynek maximuma van a (0, —3) pontban, és minimumai a (_T’ _6>
V1T 7
s (T, —6> pontokban.



