Fourier sorok

Matematika G szigorlat segédlet

Egy P (P > 0) periodusu f : R — R fiiggvény Fourier sorat az alabbi képlet adja meg:

(Ff)(x) =ao+ f: ay cos <¥x) + by sin (?w) ,

k=1
ahol
1 P
ag = ﬁ/o f(z)dz,

2 [F 2rk
ap = F/o f(z) cos (?x) dx,

by = %/OP f(z)sin (?x) dx.

Ha egy f fliggvény péaros (azaz grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre, vagy
masként f(z) = —f(x) minden € Dom(f)-re), akkor b, = 0. Ekkor a fiiggvény Fourier
sordban csak koszinuszos tagok vannak, és ekkor tisztan koszinuszos Fourier sorroél
beszélhetiink.

Ha egy fiiggvény paratlan (azaz grafikonja kézéppontosan szimmetrikus az origora, vagy
méasként f(z) = —f(—x) minden x € Dom(f)-re), akkor a;, = 0. Ekkor a fiiggvény Fo-
urier soraban csak szinuszos tagok vannak, és ekkor tisztan szinuszos Fourier sorroél
beszélhetiink.

Ha egy fiiggvény egy adott [0, a] intervallumon van értelmezve, akkor periodikussé tehetjiik
olyan moédon, hogy a fliggvény grafikonjat "lemésoljuk" egymas mellé végtelen sokszor. Ezt
egyszerten az f(z) = f(x + a) szaballyal tehetjiik meg.

Ha egy fiiggvény egy adott [0, a] intervallumon van értelmezve, és szeretnénk beldle tisztéan
koszinuszos Fourier sort kapni, akkor a fiiggvény grafikonjat tengelyesen tiikrozziik az y
tengelyre (igy megkapva a grafikont a [—a,0] intervallumon), majd az igy kapott, [—a, a
intervallumon 1évé képet tiikrozziik végtelen sokszor az f(x) = f(x+2a) szabaly segitségével
(hiszen ekkor a mésoland6 grafikon hossza 2a). Lasd az|1] abrat!

Ha egy fiiggvény egy adott [0, a] intervallumon van értelmezve, és szeretnénk beléle tisz-
tan szinuszos Fourier sort kapni, akkor a fiiggvény grafikonjat kdzéppontosan tiikrozziik az
origora (igy megkapva a grafikont a [—a,0] intervallumon), majd az igy kapott, [—a, a] in-
tervallumon 16v6 képet tiikrozziik végtelen sokszor az f(z) = f(x + 2a) szabély segitségével
(hiszen ekkor a mésolando grafikon hossza 2a). Lésd a[2] abrat!

1. Tekintsiik azt az f : [0, 7] — R fiiggvényt, mely f(z) = —1 mo6don van definialva. Terjessziik
ki ezt a fiiggvényt tgy, hogy minden x € R esetén értelmezve legyen, és Fourier sora tisztan
koszinuszos legyen! Szamitsuk is ki ezt a Fourier sort!

Megoldas: Mivel tisztan koszinuszos Fourier sort szeretnénk, igy paros fiiggvénnyé kell
kiterjeszteniink. Igy legyen a kiterjesztés a [—m, 7] halmazon

—1  haz€][0,7],
J@) = {—1 ha x € [—7,0),

és f(x) = f(x + 2m).
Ekkor az egytitthatok
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1. abra. Az = € [0,2] intervallumon értelmezett f(x) = x fiiggvény "meghosszabbitésa" gy, hogy
Fourier sora tisztan koszinuszos legyen. Elgszor tiikrozziik az y tengelyre (igy megkapva a [—2,2]
intervallumon a "V" alakot), majd ezt végtelenszer egymas mellé tessziik.
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2. dbra. Az x € [0, 7] intervallumon értelmezett f(x) = —|z — 1|+ 1 fliggvény "meghosszabbitasa"

gy, hogy Fourier sora tisztan szinuszos legyen. ElGszor kozéppontosan tiikrozziik az origora (igy
megkapva a [—m, 7| intervallumon 16v6 szakaszt), majd ezt végtelenszer egyméas mellé tessziik.

bk =0 és
ap = %/ﬂ f(z) cos(kx)dx = %/ﬂ(—l) cos(kx)dr =

1 {sing{:x)}; _ 1 [Singm) B Sin(;kfﬂ)} —0.
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2. Tekintsiik azt az f : [-7,0] — R fliiggvényt, mely f(z) = 1 m6don van definidlva. Terjessziik
ki ezt a fiiggvényt gy, hogy minden = € R esetén értelmezve legyen, és Fourier sora tisztan
szinuszos legyen! Szamitsuk is ki ezt a Fourier sort!

Megoldas: Mivel tisztan szinuszos Fourier sort szeretnénk, igy paratlan fliggvénnyé kell
kiterjeszteniink. Igy legyen a kiterjesztés a [—m, 7] halmazon

)1 ha x € [0, 7],
J(@) = { 1 ha x € [—7,0),

és f(z) = f(x +2m).
Ekkor az egytitthatok

1 [° T 2
a0:—</ 1da:+/ —1d$):—<7T—7T):O,
2 \J_, 0 T

b=~ /_:: f(z) sin(kz)de = (/_i sin(kx)dz + /Oﬂ(—1) sin(k;x)d:c) =
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3. Tekintsiik azt az f : [0, 7] — R fliggvényt, mely az alabbi moédon van definialva:
T
0 hazelo2],
ax e 5

Jo) = 1 ha z € (g,ﬂ':|.

Terjessziik ki ezt a fliggvényt tgy, hogy minden = € R esetén értelmezve legyen, és Fourier
sora tisztan koszinuszos legyen! Szamitsuk is ki ezt a Fourier sort!

Megoldas: Mivel tisztdn koszinuszos Fourier sort szeretnénk, igy paros fiiggvénnyé kell
kiterjeszteniink. Igy legyen a kiterjesztés a [—m, 7] halmazon

flz) = 1 haz € [—W,—%) U (g’ﬂ} ,

0 méshol,

s f(z) = fo+2m).
Ekkor az egytitthatok

1 —7/2 ™ 1 1
= — 1d ldz | = —7m = =
aop o (/_7r :c—l—/ﬂ/Q :c) 27T7r 5
bk =0 és

T /2 T
ay = 1 f(x) cos(kx)dx = % (/ cos(kx)dz +/ COS(k‘ZL‘)d:E) =

T J_x ™ /2
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4. Tekintsiik azt az f : [0, 7] — R fliggvényt, mely az alabbi médon van definialva:

T
| h (0,—],
axrec 5

fo) = 0 haaze{O}U(%,ﬂ].

Terjessziik ki ezt a fliggvényt gy, hogy minden = € R esetén értelmezve legyen, és Fourier
sora tisztan szinuszos legyen! Szamitsuk is ki ezt a Fourier sort!

Megoldas: Mivel tisztan szinuszos Fourier sort szeretnénk, igy paratlan fliggvénnyé kell
kiterjeszteniink. Igy legyen a kiterjesztés a [—m, 7] halmazon

0
1 & ( ,—},
axe (0 5
f(x) =14 1 ha z € [—g,O) ,
0 maéshol,

és f(x) = f(z+2m).
Ekkor az egyiitthatok

1 0 /2 1 T T
o 27r</,r/2( )x+/0 x) m\ 2 t3)=0



b=~ /_ : () sinka)de = ( /_ i/Q(—l) sin(kz)de + /0 " sm(lm)dx) _
:%<L;ajmq%m ﬁ“ﬂ“ﬂf)=§(ﬁ—“”$?)+-f%§”+%

0 ha k=2m (m € Z)

4
_2 (1_COS (’f_ﬂ)) _ )= hak=4m+2 (me2)
km
2
— hak=2m+1 (meZ)
km
. Tekintsiik azt az f : [0,2] — R fliggvényt, mely az alabbi moédon van definialva:

(0 ha z € [0, 1],
1 hax€<1 §]
f‘(x): 72 9

3
—2 h -2
\ axE(Q,},

Terjessziik ki ezt a fliggvényt gy, hogy minden = € R esetén értelmezve legyen, és Fourier
sora tisztan koszinuszos legyen! Szamitsuk is ki ezt a Fourier sort!

Megoldas: Mivel tisztan koszinuszos Fourier sort szeretnénk, igy paros fliggvénnyé kell
kiterjeszteniink. Igy legyen a kiterjesztés a [—2, 2] halmazon

(0 hazel[-1,],
3
f($) _ 1 ha x € |:—§, —1>

3 3
—2  h —2, -2 u (22
2 mee[2m)u(ye)
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s f(z) = [ +4)
Ekkor az egyiitthatok

1 1 3/2 -3/2 2 1 1
4o = = / 1dz +/ 1dz +/ (—2)dx —l—/ (=2)dz ) =~ (1+(-2)) = —,
4 —3/2 1 —2 3/2 4 4

ap = %/_22 f(z) cos (#x) dx =
1 —3/2 mk ! mk
=3 (/_2 (—2) cos (7:1:) dx + /_3/2 cos (7:1:) dx+
/
N /13 2 oS (%x) dx + /3/22(—2) oS (%kx) dx) dr =
(Pl 5],
— (s | 5@ + (s | = +
Fl 2 -2 Fl 2 —3/2
32 2
+ % [sin (%kx)} 1 + (%3) {sin (%x)] 3/2> dr =
(;—4 {sin (—%k) — sin(—wk)] + % {sin (—%k> — sin (—%{k)} +
+ ik {sin <?%k) — sin (gk)} + ;—: [Sin (mk) — sin (%Tﬂk)l dx =

= % <;—4 {— sin (%{k) + sin (wk)] + % {— sin (%k) + sin (%ﬂk)] +
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1
2




+ 2 {sin <3Zk) ~ sin (gkﬂ + ;—: [sin (k) — sin (%”k)D dr =

k
1 /- —4 12
=3 (W_]f sin (7k) + — sin (%k> + = sin (??Tﬁk))

Hasznéaljuk fel az alabbiakat:

— sin(wk) = 0 barmely egész k esetén,

1 ha k=4m+1 (m € Z),
sin(%k): -1 hak=4m+3 (m € Z),
0 ha k =2m (m € Z).
-1 hak=4m+1 (m € Z),
sin(%{k)z 1 ha k =4m+3 (m € Z),
0 ha k =2m (m € Z).

Ezek alapjan

(1/-4 12\ -8

2 (7rk: 7Tk‘) mk e m+1(meZz)
a=21/4 12 8

2(7rk+7rk 7 ak=4m+3 (m € Z),

L0 ha k =2m (m € Z).

6. Tekintsiik azt az f : [0,2] — R fiiggvényt, mely az alabbi moédon van definidlva:

(

2
flz) = -1 ha x € (%,1] ,

0 ha z € (1,2],

1
1 haxe{(),—],

\

Terjessziik ki ezt a fiiggvényt gy, hogy minden = € R esetén értelmezve legyen, és Fourier
sora tisztan szinuszos legyen! Szamitsuk is ki ezt a Fourier sort!
Megoldas: Mivel tisztan szinuszos Fourier sort szeretnénk, igy paratlan fliggvénnyé kell

kiterjeszteniink. Igy legyen a kiterjesztés a [—2,2] halmazon

1 ha x € [0,%] U {—1,—%) ,
F@ =921 phaze (%1} U [—%,0),

(0 maéshol,

(

és f(z) = [z +4)
Ekkor az egyiitthatok

o — }1 (/01/2 1dx_|_/_1/2 1dm+/1/12(—1)dx+/(1/2(—1)da7> - }1(1 +(~1)) =0,

1
2 [? . [ 27k
by = 1/2 f(x)sin (Tx) dx =
([ (o ()
== in|—az)de in|—u=z)de
2\ J, 2 » 2
1 0
/ (—1)sin (W—kx) dx +/ (—1)sin (ka) dx) =
1 2 ~1/2 2

/2
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L [cos (Wk )}1/2%— ! [Cos (Wk )] +
=—| — —x — —x
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ap =0 és
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hak=8m+1vagy k =8m+7 (m € Z),

ha k =8m +3vagy k =8m+5 (m € Z),

ha k =8m+2vagy k =8m+6 (m € Z),
ha k = 8m (m € Z),

ha k =8m+4 (m € Z),

ha k =4m (m € Z),

hak =4m+ 1vagy k =4m+ 3 (m € Z),
ha k=4m+2 (m € Z).

%<%+;_§%§):2(1;k‘/§) ha k = 8m+ 1 (m € Z),
%(%—%):o ha k = 8m + 2 (m € Z),
%<%_;_§§>_2(1:k\/§) ha k = 8m + 3 (m € Z),
%(%_;_:Jr%):% ha k = 8m + 4 (m € Z),
%(%_;_]fg):m:kﬂ) ha k = 8m + 5 (m € Z),
%(%-%):o ha k = 8m + 6 (m € Z),
%(%—{—;—:4—%):0 ha k =8m (m € Z).



