Matematika G1 Mintavizsga

Javitva 2023. jinius 9-én.

Név és Neptun kod:

Elmélet 1. 2. 3. 4. 5. Vizsga | Hozott | > Jegy

Elméleti kérdések

Irjon T’ bettit ha igaz, illetve "H’ bettit ha hamis az alabbi allitas a lap aljan talalhaté tablazatba. A
helyes vélaszért +2 pont, kitoltetlen helyért 0 pont és hibas valaszért -2 pont jar.

1. (21.) Ha egy sorozat korlatos, akkor konvergens.

2. (76.) Ha a,, konvergens valos sorozat és b, valos sorozatra lim b, = 0, akkor a, - b, — 0.
n—oo

3. (107.) Egy valos sorozat infimuma a sorozat legnagyobb also korlatja.

4. (146.) Egy f : R — R fliggvény paratlan, ha f(z) = f(—x) teljesiil minden x € Dom(f)
esetén.

5. (185.) Tekintsiink egy f : [a,b] — R folytonos fiiggvényt. Ekkor ha a - b < 0, akkor létezik
egy olyan ¢ € (a,b) érték, amelyre f(c) = 0.

6. (200.) Egy f : R — R fliggvény egy adott a € R pontban pontosan akkor derivalhato, ha
folytonos is.

7. (248.) Egy f : R — R, négyszer derivalhato fiiggvény xy = 1 koriili, harmadfoka Taylor
polinomjanak alakja az x = b pontban

1@+ o=+ S e+ T

8. (277.) Ha egy f : [a,b] — R fiiggvény monoton, akkor Riemann integralhato.
9. (306.) z = 3 — 2i komplex szam képzetes része —2i.

10. (327.) Minden komplex egyiitthatos, legalabb els6fokt polinomnak van legaldbb egy komplex
gyoke.




Gyakorlati példak

Minden példa 8 pontot ér. Kérjiik, hogy a példakat gy oldja meg, hogy azok megoldasai jol
elkiilonithetsk legyenek egymaéstol.

1. Szamitsa ki a kovetkezG sorozat hatarértékét! Valaszanak minden 1épését indokolja!

n®+3n+5 cos(n® + 1) + ¢ 3n?+1
— 5 n n
n3 +2n? +1

Ay =

Megoldas: Vizsgaljuk a két tagot kiilon-kiilon!
Az els§ tagban

L 3 S 04040

n?+3n+5 nfE+3+5%) 1L R B
1+2+L " 14040

n+2m2+1  n3(l+24 %)

(2 pont) Mivel cos(n® + n) korlatos és nullaba tartéval van szorozva, ezért

22n + 5N

o cos(n® + 1) — 0.

(2 pont)

A masodik tagot rendér elvvel vizsgaljuk:

nl 3N —i—1< 3n? +n \/—_>1

g = (1,5 pont)
[ 3n? +1
> — 1, 1.5 t
n2+2 — \/ n2—0—2n2_\/_ (1,5 pont)
o307 +1

igy a rendér elv alapjan — 1. (1 pont)

n2 +2
Tehat igy végiil a, - 0+ 1 = 1.

2. Tekintsiik a kovetkezd fiiggvényt:

(—22+5 forz <1,

D ha z =1,
f(z) = cx + 2 hal <z <3,

z—2

= ha =z > 3.

Hogyan vélasszuk a ¢ paraméter értékét, hogy az x = 1 pontban egy

(a) megsziintethetd szakadast, vagy

(b) egy ugrast

kapjunk? Mit mondhatunk az x = 3 pontban a fiiggvény folytonossagarol?

Megoldas: Az x = 1 pontban:

lim f(z)= lim —2®+5=4 (1 pont),

z—1-0 rz—1-0

Il_l)lll}rof( ):xgrll}rocx+2:c+2 (1 pont),

Igy a szakadas megsziintethets ¢ + 2 = 4 esetén, azaz ha ¢ = 2 (1 pont), és egy ugrast
kapunk, ha ¢+ 2 =5 azaz ha ¢ =3 (1 pont). Az x = 3 pontban:

lim f(z)= lim cx+2=3c+2 (1,5 pont),

z—3—0 z—3—0
. ) r—2 1
mggi(]f(x) o :EE?}’O .1'2 -9 N E =t (1,5 pOHt),

tehat itt egy masodfaju szakadasa van a fiiggvénynek. (1 pont)
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3. Hatarozza meg az alabbi fliggvény konvexitasi intervallumait, valamint az esetleges inflexios
pontjait! A valaszt csak tablazatos formaban fogadjuk el!

fl@) = 2
Megoldas: Sziikségiink lesz a masodik derivaltra:
f'(x) = 22e* + 172>,

f"(z) = (2ze* + 222e*) = 2 4 4xe®* + 202e* + r?4e” = 2% (227 + 42 + 1)
(2 pont) Ennek zérushelyei —1 4 v/2/2 (1 pont), igy a tablazat:

x (—oo,—l—g) —1—‘/75 (—1—\/75,—1+§) —1+\/7§ (—1—!—%,00)
' (x) pozitiv 0 negativ 0 pozitiv
f(x) konvex infl. p. konkav infl. p. konvex

(oszloponként 1 pont)

4. Hatéarozza meg az alabbi fiiggvény [2,3] intervallum feletti grafikonja és az = tengely altal

kozrezart sikidom teriiletét! 5

0= mre s

3
2
Megoldas: A kérdéses teriilet / ﬁdx. (1 pont) Bontsuk parcidlisan tortekre a
9 X Tr —
fiiggvenyt! Mivel (z — 1)(z +2) = 22 + 2 — 2 (1 pont), ezért,

2 A B Alw+2)+Blx—1)

1:2+93—2:x—1+:17—|—2_ 24+ x—2

(1 pont) Az 2 = A(x +2) + B(z — 1) egyenletbdl
A+ B =0,

2A— B =2.
Ezekbsl A =2/3 és B = —2/3 (2 pont), igy

2 2 —2 2 2
/—dx—/ijLidx—gln(|x—1\)—§ln(\x+2\)+c,

24+r—-2" ) ao—-1 x+2°

(2 pont) azaz igy a végeredmény:

/2 ﬁdw = Eln(\x —1]) - gln(\x +2|) 2 = %ln(2)—§ln(5)—(§ln(1)—§ln(3)) =
:;mm—m@+m@y
(1 pont)

5. Adjuk meg az alabbi egyenlet 6sszes (komplex) megoldasat!
1
-3 8
— 1 _
i2° = 2( i)
Megoldas: El6szor trigonometrikus alakot hasznalva végezziik el a hatvanyozast:

(1—9)°= (\/5 <COS <—%> +isin (—%)))8 = 2% (cos (—27) + isin (—27)) =

= 2% (cos (0) + isin (0)) = 16.
(2 pont) Igy az egyenlet egyszertibb alakja:



azaz a megoldandé egyenlet

de ismert, hogy % = —1 azaz igy

(2 pont)

A gytkvonashoz hasznaljuk a trigonometrikus alakot:

s sfon () 1 (-5)

azaz igy
-2+ k2 -2+ k2
2 =+/—8i =2 cos 2 T +isin [ —2 7T ,
3 3
(1 pont)
Ha k£ =0: -
Z1 =2 (COS <——> + 2sin (——))
6
Ha k=1: .
29 =2 (COS (5) + 2 sin <§>>
Ha k = 2:

(megoldasonként 1-1 pont)

k=012



