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A (fakultativ) szobeli vizsgan minden vizsgézo egy 'A’ (elméleti) és egy 'B’ (alkalmazott)

tételt kap, kiilonbozé témakorokbsl. Kidolgozési id6 utan a hallgaté szoban beszamol a
tudésardl, majd a két tételbdl egyiittesen kap egy osztalyzatot. A hallgatotol bizonyitasokat
nem kérjiik, de a definiciok és tételek pontos kimondéasat igen.

1.

A (elméleti) tételek

. Numerikus sorozatok. Véges és végtelen hatarérték fogalma, a hatarérték egyértel-

misége. Konvergencia, divergencia. Korlatos sorozat fogalma, korlatossag kapcsolata
a konvergenciaval. Hatarértékek tulajdonsagai. Monoton névekvé ill. csokkend sorozat
fogalma. Monotonitas, korlatossag és konvergencia kapcsolata. Rendoér elv.

. Egyvaltozés valés értéki fiiggvények hatarértéke és folytonossaga. Hatar-

érték fogalma (véges és végtelen) adott pontban és a végtelenben. Hatéarértékek tu-
lajdonsagai. Bal- és jobboldali hatarérték, kapcsolatuk a hatarértékkel. Folytonossag
fogalma. Folytonos fiiggvények tulajdonsagai. Weierstrass tétele, Bolzano tétele.

. Egyvaltozds, valos értéki fiiggvények derivalasa. Pontbeli derivalhatosag, deri-

valtfliggvény, derivalhato és folytonosan derivalhato fliggvény fogalma. Derivalhatosag
és folytonossag kapcsolata. Derivalasi szabalyok. Rolle tétele, Lagrange tétele.

. Egyvéaltozos fiiggvények integralja. Hatarozatlan integral és primitiv fliggvény

fogalma, primitiv fliggvények kiilonbsége. Integralas tulajdonsagai. Intervallum felosz-
tésa, fels6 és alsd6 Riemann Osszeg, Riemann integralhatdsidg fogalma. Monotonitas és
integralhatosig kapcsolata. Folytonossag és integralhatosag kapcsolata. Integralfiige-
vény fogalma és tulajdonsagai.

. Komplex sziamok és polinomok. Komplex szam: algebrai alak, valos és képze-

tes rész, Osszeadés, szorzas, konjugalas, abszolat érték, hanyados kiszdmitasa. Tri-
gonometrikus alak: attérés algebraibol és vissza. Miiveletek trigonometrikus alakkal:
szorzas, hanyados, hatvanyozéas, gyokvonas. Polinomok: algebra alaptétele, komplex
egyiitthatos polinomok szorzatta alakitasa. Gyok konjugaltjanak tulajdonsaga. Valos
egyiitthatos polinomok szorzatta alakitdsa. Komplex és valos egyiitthatos polinomok
felirasa a gyokeik segitségével.

. Matrixok. Miiveletek méatrixokkal. Determinans. Linearisan 0Osszefiiggd vektorok

fogalma, matrix rangja. Matrix inverze. Kapcsolat a métrix rangja, determinansa, in-
verze és a hozza tartozo lineéris egyenletrendszer megoldhatosidga kozott. Sajatértékek,
sajatvektorok.

. Vektorterek. Vektortér fogalma. Altér, generélt altér, generdlorendszer, bazis, or-

togonélis és ortonormalt béazis fogalmai. Lineéris leképezés, példak. Mag- és képtér,
dimenzi6tétel.

. Fiiggvénysorok. Fiiggvénysorozat pontonkénti és egyenletes konvergencidja. Fiigg-

vénysorok. Hatvanysorok. Konvergenciaintervallum. Taylor sor. Fourier sor, paros és
paratlan fliggvények esete.

. Tobbvaltozos skalarfiiggvények. Definicio, kétvaltozos fiiggvények geometriai je-

lentése. Hatarérték, folytonossdg. Parcidlis derivalt, gradiens és geometriai jelentése,
Young tétel. Iranymenti derivalt és kiszamitasa, geometriai jelentése.
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. Nevezetes hatarértékek. lim n

Tenzorok. Tenzor fogalma. Linearitas sziikséges feltétele. Tenzor matrixanak felirésa.
Skalarinvariansok. Szimmetrikus és antiszimmetrikus matrix, tenzor szimmetrikus és
antiszimmetrikus részének kiszamitasa. Kereszttenzor. Vektorinvarians és kiszamitasa.

Vektorfiiggvények analizise. Vektormezs fogalma, koordinatafiiggvények. Vek-
tormezd hatarértéke, folytonossaga, kapcsolat a koordinatafiiggvények hatéarértékével,
folytonossagaval. Derivalhatosig, derivalttenzor, Jacobi-matrix. Kapcsolat a folyto-
nossaggal. Tenzorok derivaltja. Divergencia, rotaci6 és szemléletes jelentésiik. Forras-
mentessé, orvénymentesség. Nabla szimbolika. Laplace operator.

Differencidlegyenletek alapfogalmai. Kozonséges és parcialis differencidlegyenlet.
Explicit és implicit egyenlet. Egyenlet rendje. Homogén és inhomogén egyenlet. Li-
nearis és nemlineéris egyenlet. Kezdeti érték feladat, a kezdeti érték fizikai jelentése.
Peano-tétel. Picard-Lindelof tétel.

Linearis differencialegyenlet-rendszerek. Linearis (inhomogén) differencialegyenlet-
rendszer fogalma. Homogén /inhomogén egyenlet, allando egyiitthatos egyenlet. Fiigg-
vények linedris fiiggetlensége és OsszefiiggGsége. Wronski-determinans. Fiiggetlenség
elégséges feltétele. Alaprendszer, alapmatrix. Homogén egyenlet megoldasédnak alakja.
Egyszerti szerkezeti matrix fogalma, a megoldas elGallitasa az esetiikben. "Nem egy-
szerti" szerkezet(i matrixu egyenlet megoldasa altalanositott sajatvektorral. Allandok
varidlasanak modszere inhomogén egyenletrendszerekre.

B (alkalmazott) tételek
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segitségével. Szakadas fogalma, elséfaju (megsziintethets, ugras) és masodfaju szaka-
das.

. Egyvaltozés fiiggvények derivaltjanak alkalmazéasai. Implicit fiiggvény deri-

valtja, a vizszintes és fiiggsleges érint6 jelentése. ErintG egyenlete. L’Hopsital szabaly.
Taylor polinom, Lagrange-féle maradéktag. Paraméteres gorbék: elsé és masodik de-
rivalt kiszamitasa.

. Egyvaltozos fliggvényvizsgalat. Fiiggvény derivaltja és monotonitasa kozotti kap-

csolat. Konvexitas és masodik derivalt kozotti kapcesolat. SzélsGértékek definicioi,
elsérendt (sziikséges) és masodrendi (elégséges) feltétel a létezésiikre. Inflexios pont
definicidja, létezésének elégséges feltétele. Példa, amikor a tételek nem alkalmazhatok.

. Egyvaltozés fiiggvények integralja. Parcidlis integralas. Racionalis tortfiiggvé-

nyek integralja. Helyettesitéses integral. Newton-Leibniz tétel. Parcidlis hatarozott
integralas. Improporius integral: nem korlatos intervallum és nem korlatos fliggvény
esetel.

Linearis egyenletrendszerek. Gauss-eliminaci6é. Az oszlop- és sormiiveletek hatasa
a matrix rangjara, determinansara és a megoldasokra. Méatrix inverzének kiszdmitasa
Gauss-eliminacioval, illetve az adjungaltméatrix segitségével.

o0

. 1 .
. Valés numerikus sorok. Konvergencia fogalma. A E — sor konvergenciaja. Geo-
n

n=1

metriai sor, alternald sor, feltételek a konvergenciara. Kritériumok pozitiv sorokra:
hényados, gyok, integral, majorans, minorans. Hibabecslés Leibniz és pozitiv sorok
esetén.
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To6bbvaltozos skalarfiiggvény szélsGértékvizsgilata. Jacobi matrix. Lokalis szél-
s6érték fogalma, Létezésének sziikséges, illetve elégséges feltétele. Feltételes szélsGérték
keresése Lagrange multiplikatorokkal.

Ketts- és haromvaltozoés skalarfiiggvény integralja. Kettds- és harmasintegral
definicioja, tulajdonsagok. Integralas téglalapon és norméaltartomanyon. Polér, henger
és gombi koordindtak, alkalmazisuk az integralszamitasban.

Vonalintegral. Gérbe fogalma. Térétt vonal (poligon), beirt poligon. Ivhossz, rekti-
fikdlhato gorbe fogalma. Egyszert gorbe, zart egyszert gorbe. Egyszerti gorbe paramé-
terezése. Elégséges feltételek rektifikilhatosagra. Vonalintegral fogalma, kiszamitésa.
Tulajdonsagok: linearis, végesen additiv, forditott irdnyitas. Potencidlossag, poten-
cidlfiiggvény. Konzervativ vektormezd, kapcsolata a vonalintegrallal. Newton-Leibniz
formula vonalintegrilra. Potencidlossag, konzervativitas és rotacioé kapcsolata.

Feliileti integral. Paraméterezett feliilet fogalma. Egyszeri feliiletdarab, irdnyitott
egyszeri feliilletdarab. Regularis feliilet fogalma. Zart feliilet fogalma. Feliileti integral
(fluxus) fogalma. Tulajdonségok: linearis, végesen additiv, ellentétes irdnyd normaél-
vektor. Gauss-Osztrogradszkij tétel, Stokes tétel.

Differencidlegyenletek megoldasi moédszerei. Szétvalaszthaté egyenlet és meg-
oldasa, szingularis megold4s. Homogén fokszami egyenlet és megoldésa. Elsérendi
(inhomogén) linearis egyenlet és megoldasa: allandok varidlasa, probafiiggvény mod-
szer. Bernoulli-féle egyenletek és megoldasuk. Egzakt egyenletek és megoldasuk.

Magasabb fokiu differencidlegyenletek. Magasabb fokt linearis egyenletek fo-
galma. Atviteli elv. Méasodrendt homogén egyenlet megoldasa: karakterisztikus egyen-
let, a megoldés felirasa két valos, két komplex és tobbszoros gyok esetén. Inhomogén
egyvenlet megoldasa: allandok varidlasa, probafiiggvény modszer. Kétszeres rezonancia.
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