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A (fakultatív) szóbeli vizsgán minden vizsgázó egy 'A' (elméleti) és egy 'B' (alkalmazott)
tételt kap, különböz® témakörökb®l. Kidolgozási id® után a hallgató szóban beszámol a
tudásáról, majd a két tételb®l együttesen kap egy osztályzatot. A hallgatótól bizonyításokat
nem kérjük, de a de�níciók és tételek pontos kimondását igen.

1. A (elméleti) tételek

1. Numerikus sorozatok. Véges és végtelen határérték fogalma, a határérték egyértel-
m¶sége. Konvergencia, divergencia. Korlátos sorozat fogalma, korlátosság kapcsolata
a konvergenciával. Határértékek tulajdonságai. Monoton növekv® ill. csökken® sorozat
fogalma. Monotonitás, korlátosság és konvergencia kapcsolata. Rend®r elv.

2. Egyváltozós valós érték¶ függvények határértéke és folytonossága. Határ-
érték fogalma (véges és végtelen) adott pontban és a végtelenben. Határértékek tu-
lajdonságai. Bal- és jobboldali határérték, kapcsolatuk a határértékkel. Folytonosság
fogalma. Folytonos függvények tulajdonságai. Weierstrass tétele, Bolzano tétele.

3. Egyváltozós, valós érték¶ függvények deriválása. Pontbeli deriválhatóság, deri-
váltfüggvény, deriválható és folytonosan deriválható függvény fogalma. Deriválhatóság
és folytonosság kapcsolata. Deriválási szabályok. Rolle tétele, Lagrange tétele.

4. Egyváltozós függvények integrálja. Határozatlan integrál és primitív függvény
fogalma, primitív függvények különbsége. Integrálás tulajdonságai. Intervallum felosz-
tása, fels® és alsó Riemann összeg, Riemann integrálhatóság fogalma. Monotonitás és
integrálhatóság kapcsolata. Folytonosság és integrálhatóság kapcsolata. Integrálfügg-
vény fogalma és tulajdonságai.

5. Komplex számok és polinomok. Komplex szám: algebrai alak, valós és képze-
tes rész, összeadás, szorzás, konjugálás, abszolút érték, hányados kiszámítása. Tri-
gonometrikus alak: áttérés algebraiból és vissza. M¶veletek trigonometrikus alakkal:
szorzás, hányados, hatványozás, gyökvonás. Polinomok: algebra alaptétele, komplex
együtthatós polinomok szorzattá alakítása. Gyök konjugáltjának tulajdonsága. Valós
együtthatós polinomok szorzattá alakítása. Komplex és valós együtthatós polinomok
felírása a gyökeik segítségével.

6. Mátrixok. M¶veletek mátrixokkal. Determináns. Lineárisan összefügg® vektorok
fogalma, mátrix rangja. Mátrix inverze. Kapcsolat a mátrix rangja, determinánsa, in-
verze és a hozzá tartozó lineáris egyenletrendszer megoldhatósága között. Sajátértékek,
sajátvektorok.

7. Vektorterek. Vektortér fogalma. Altér, generált altér, generálórendszer, bázis, or-
togonális és ortonormált bázis fogalmai. Lineáris leképezés, példák. Mag- és képtér,
dimenziótétel.

8. Függvénysorok. Függvénysorozat pontonkénti és egyenletes konvergenciája. Függ-
vénysorok. Hatványsorok. Konvergenciaintervallum. Taylor sor. Fourier sor, páros és
páratlan függvények esete.

9. Többváltozós skalárfüggvények. De�níció, kétváltozós függvények geometriai je-
lentése. Határérték, folytonosság. Parciális derivált, gradiens és geometriai jelentése,
Young tétel. Iránymenti derivált és kiszámítása, geometriai jelentése.
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10. Tenzorok. Tenzor fogalma. Linearitás szükséges feltétele. Tenzor mátrixának felírása.
Skalárinvariánsok. Szimmetrikus és antiszimmetrikus mátrix, tenzor szimmetrikus és
antiszimmetrikus részének kiszámítása. Kereszttenzor. Vektorinvariáns és kiszámítása.

11. Vektorfüggvények analízise. Vektormez® fogalma, koordinátafüggvények. Vek-
tormez® határértéke, folytonossága, kapcsolat a koordinátafüggvények határértékével,
folytonosságával. Deriválhatóság, deriválttenzor, Jacobi-mátrix. Kapcsolat a folyto-
nossággal. Tenzorok deriváltja. Divergencia, rotáció és szemléletes jelentésük. Forrás-
mentessé, örvénymentesség. Nabla szimbolika. Laplace operátor.

12. Di�erenciálegyenletek alapfogalmai. Közönséges és parciális di�erenciálegyenlet.
Explicit és implicit egyenlet. Egyenlet rendje. Homogén és inhomogén egyenlet. Li-
neáris és nemlineáris egyenlet. Kezdeti érték feladat, a kezdeti érték �zikai jelentése.
Peano-tétel. Picard-Lindelöf tétel.

13. Lineáris di�erenciálegyenlet-rendszerek. Lineáris (inhomogén) di�erenciálegyenlet-
rendszer fogalma. Homogén/inhomogén egyenlet, állandó együtthatós egyenlet. Függ-
vények lineáris függetlensége és összefügg®sége. Wronski-determináns. Függetlenség
elégséges feltétele. Alaprendszer, alapmátrix. Homogén egyenlet megoldásának alakja.
Egyszer¶ szerkezet¶ mátrix fogalma, a megoldás el®állítása az esetükben. "Nem egy-
szer¶" szerkezet¶ mátrixú egyenlet megoldása általánosított sajátvektorral. Állandók
variálásának módszere inhomogén egyenletrendszerekre.

2. B (alkalmazott) tételek
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2. Függvények határértékei. A lim
x→0
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határérték. Folytonosság vizsgálata a határértékek

segítségével. Szakadás fogalma, els®fajú (megszüntethet®, ugrás) és másodfajú szaka-
dás.

3. Egyváltozós függvények deriváltjának alkalmazásai. Implicit függvény deri-
váltja, a vízszintes és függ®leges érint® jelentése. Érint® egyenlete. L'Hopsital szabály.
Taylor polinom, Lagrange-féle maradéktag. Paraméteres görbék: els® és második de-
rivált kiszámítása.

4. Egyváltozós függvényvizsgálat. Függvény deriváltja és monotonitása közötti kap-
csolat. Konvexitás és második derivált közötti kapcsolat. Széls®értékek de�níciói,
els®rend¶ (szükséges) és másodrend¶ (elégséges) feltétel a létezésükre. In�exiós pont
de�níciója, létezésének elégséges feltétele. Példa, amikor a tételek nem alkalmazhatók.

5. Egyváltozós függvények integrálja. Parciális integrálás. Racionális törtfüggvé-
nyek integrálja. Helyettesítéses integrál. Newton-Leibniz tétel. Parciális határozott
integrálás. Improporius integrál: nem korlátos intervallum és nem korlátos függvény
esetei.

6. Lineáris egyenletrendszerek. Gauss-elimináció. Az oszlop- és sorm¶veletek hatása
a mátrix rangjára, determinánsára és a megoldásokra. Mátrix inverzének kiszámítása
Gauss-eliminációval, illetve az adjungáltmátrix segítségével.

7. Valós numerikus sorok. Konvergencia fogalma. A
∞∑
n=1

1

nc
sor konvergenciája. Geo-

metriai sor, alternáló sor, feltételek a konvergenciára. Kritériumok pozitív sorokra:
hányados, gyök, integrál, majoráns, minoráns. Hibabecslés Leibniz és pozitív sorok
esetén.
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8. Többváltozós skalárfüggvény széls®értékvizsgálata. Jacobi mátrix. Lokális szél-
s®érték fogalma, Létezésének szükséges, illetve elégséges feltétele. Feltételes széls®érték
keresése Lagrange multiplikátorokkal.

9. Kett®- és háromváltozós skalárfüggvény integrálja. Kett®s- és hármasintegrál
de�níciója, tulajdonságok. Integrálás téglalapon és normáltartományon. Polár, henger
és gömbi koordináták, alkalmazásuk az integrálszámításban.

10. Vonalintegrál. Görbe fogalma. Törött vonal (poligon), beírt poligon. Ívhossz, rekti-
�kálható görbe fogalma. Egyszer¶ görbe, zárt egyszer¶ görbe. Egyszer¶ görbe paramé-
terezése. Elégséges feltételek rekti�kálhatóságra. Vonalintegrál fogalma, kiszámítása.
Tulajdonságok: lineáris, végesen additív, fordított irányítás. Potenciálosság, poten-
ciálfüggvény. Konzervatív vektormez®, kapcsolata a vonalintegrállal. Newton-Leibniz
formula vonalintegrálra. Potenciálosság, konzervativitás és rotáció kapcsolata.

11. Felületi integrál. Paraméterezett felület fogalma. Egyszer¶ felületdarab, irányított
egyszer¶ felületdarab. Reguláris felület fogalma. Zárt felület fogalma. Felületi integrál
(�uxus) fogalma. Tulajdonságok: lineáris, végesen additív, ellentétes irányú normál-
vektor. Gauss-Osztrogradszkij tétel, Stokes tétel.

12. Di�erenciálegyenletek megoldási módszerei. Szétválasztható egyenlet és meg-
oldása, szinguláris megoldás. Homogén fokszámú egyenlet és megoldása. Els®rend¶
(inhomogén) lineáris egyenlet és megoldása: állandók variálása, próbafüggvény mód-
szer. Bernoulli-féle egyenletek és megoldásuk. Egzakt egyenletek és megoldásuk.

13. Magasabb fokú di�erenciálegyenletek. Magasabb fokú lineáris egyenletek fo-
galma. Átviteli elv. Másodrend¶ homogén egyenlet megoldása: karakterisztikus egyen-
let, a megoldás felírása két valós, két komplex és többszörös gyök esetén. Inhomogén
egyenlet megoldása: állandók variálása, próbafüggvény módszer. Kétszeres rezonancia.

Budapest, 2023. augusztus

Takács Bálint Máté
el®adó
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