Matematika G1 2022/23/2

Beadhato szorgalmi feladatok

Hatarido:

Az 1-5. feladatok hatéarideje: 9. hét szerdai eladas

Az 6-10. feladatok hatarideje: 13. hét szerdai eladas

. Sorozatok moédositasa. Adjunk példat (ha lehet) olyan sorozatra, amikor az eredeti

sorozathoz végtelen sok elem hozzairdsaval

a) az eredeti konvergens sorozat divergenssé valik,
b) az eredeti konvergens sorozat konvergens marad és a hatarértéke nem valtozik,
¢) az eredeti konvergens sorozat konvergens marad és a hatarértéke megvaltozik,
d) az eredeti divergens sorozat konvergenssé valik.

Ha nem lehet elvégezni valamelyik miiveletet, indokoljuk meg, miért nem! (részenként
0,5 pont)

. Az 6kori gorogok és a v/2. Az okori gorogok altal is ismert volt az az allitas, hogyha

tekintjiik az alabbi (rekurziv) sorozatot:
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akkor lim a, = Vv/2. Bizonyitsuk be ezt az allitast!
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A fenti szabalyt atirhatjuk az a,,1 = f(a,) alakba is, és a bizonyitas lépései pedig
legyenek:
a) Lassuk be, hogy a, > v/2. Ehhez bizonyitsuk, hogy f(z) > v/2 ha z > 0. (1 pont)

b) Lassuk be, hogy az a, sorozat monoton csokkend a, > /2 esetén, azaz ha
a, > 2, akkor a, > a,41. (1 pont)

c) Hatérozzuk meg az f fliggvény fixpontjat, azaz azon =z, pontot, amelyre
f(zo) = xo. (0,5 pont)

d) A bizonyitéas befejezéséhez hasznaljuk az alabbi tételt: ha a,+1 = f(ay), f folyto-
nos (0,00)-n, f(zg) = xo (zo € (0,00)) és a, konvergens, akkor nh_g)lo a, = xo. (0,5

pont)

(Megjegyzés: a feladat mas modokon is belathato, példaul a Banach-féle fixpont-tétel
alkalmazasaval.)

Specialis fliggvények. Adjuk meg az Gsszes olyan f : R — R fiiggvényt, mely

a) mindenhol monoton né és monoton csdkkend egyszerre! (0,5 pont)
b) mindenhol konkav és konvex egyszerre! (0,5 pont)

¢) mindenhol szigorian monoton ng és szigorian monoton csokkend egyszerre! (Tipp:
nem muszaj, hogy mindenhol értelmezve legyen a fiiggvény!) (0,5 pont)

d) barmely p € R érték a periodusa! (0,5 pont)

Egész szamokon értelmezett fiiggvény folytonossaga. Tekintsiik az alabbi fiigg-
vényt: f : Zt — R, f(x) = (—1)*. Lassuk be, hogy a tanult definici6 szerint ezt
folytonos fiiggvény! (2 pont)



10.

. Végtelen sok szakadasu fiiggvény. Adjunk meg egy olyan f : R — R (Dom(f) = R)

fiiggvényt, amelynek

a) végtelen sok elséfaju és végtelen sok masodfaju szakadésa van! (0,5 pont)

b) végtelen sok els6faju szakadasa van, és ezek mind egy korlatos [a, b] intervallumban
talalhatok! (0,5 pont)

A cos(x — 1) fiiggvény Taylor polinomja. Tekintsiik az f(x) = cos(x — 1) flige-
vényt (f: R — R).

a) Adjuk meg a fiiggvény n-edfokt Taylor polinomjat az a = 1 pont koriil! (1 pont)

b) Kozelitsiik a cos(2) értékét a masod-, negyed- és tizedfoka Taylor polinomokkal!
Mekkorak ekkor a hibék (a pontos értéket szamithatjuk szamologép segitségével)!
(1 pont)

. Parcialis integralasi paradoxon. Tekintsiik az alabbi érvelést:

Legyen x > 0! Ekkor parcialis integralast hasznalva
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Mindkét oldalbél kivonva az /——dx tagot kapjuk, hogy 0 = 1.
x In(z)

Hol a hiba? (2 pont)

Nehéz integral. Szamitsuk ki az alabbi hatarozatlan integralt!

1
/ dx
1+ a2t

a) Bontsuk fel az 1+ x? kifejezést (22 + ax +b)(x? — ax + b) alakban, azaz szamitsuk
ki az a és b konstansok értékét! (0,5 pont)

A megoldas 1épései:

b) A parcialis tortekre bontashoz hasonléan bontsuk fel a hanyadost két egyszeriibb
hényados Gsszegére! (1 pont)

c) Az igy kapott két tagot alakitsuk agy (dj tagok hozzdadasaval), hogy lehessen
hasznalni a tanult modszereket! (1,5 pont)

Nem Riemann-integralhaté fiiggvény. Tekintsiik az alabbi modon definialt
f:]0,1] — R fiiggvényt:

ha zx irracionalis,

L,
fw) = {0, ha z racionalis.

Lassuk be, hogy ez nem Riemann-integralhato! (2 pont)

Gabriel harsonaja modositva. Tekintsiik az alabbi f : (1,00) — R fiiggvényt:
f(x) = 27> ahol @ € R*. Mely a # 1 értékek esetén kapunk az eladason bemutatott
Gébriel harsonajahoz hasonl6é paradoxont, azaz mely o # 1 értékek esetén lesz a fligg-
vény gorbéjének az x tengely koriili megforgatasaval kapott forgastest térfogata véges,
de felszine végtelen? (4 pont)



