A kvantumelmélet matematikai alapjai

A targy célja:

A targy fizika BSc hallgatoknak ajanlott a 4. félévben, a Kvantummechanika 1 targgyal
parhuzamosan. A cél a Kvantummechanika 1 targyban hasznalt funckionalanalizisbeli
fogalmak, eredmények, és technikdk matematikailag preciz targyalasa, ennek a fizikai el-
mélet mélyebb megértésében jatszott szerepének megvilagitasa, az absztrakt matematikai
és a fizikai elmélet szoros kapcsolatanak bemutatasa. A targy kiilonbozik a szokasos mate-
matikus funkcionélanalizis targyaktol, amennyiben nagy hangsulyt fektet a matematikai
fogalmak fizikai motivacidjara, szinte kizarolag Hilbert-terekkel foglalkozik, és nagyon
hamar ratér a kvantumelméletben fontos nemkorlatos operatorokra és ezek spektralelmé-
letére, amelyek a szokasos felépitésben nem keriilnek els egy bevezet kurzusban. Ennek
ara, hogy bizonyos tételek bizonyitasa kimarad, vagy csak vazlatosan szerepel (pl. a
spektraltételé, amely énmagaban egy kiilon féléves targy anyaga lehetne), illetve az egy-
szeriibb bizonyitasok egy része megfelel6 utmutatasokkal fakultativ hazi feladatként keriil
kiadasra (1. alabb), igy a hallgatok az egyéni érdeklédésiiktsl fiiggSen mélyedhetnek el a
bizonyitasok részleteiben. Ugyanakkor az alapfogalmak teljes részletességgel és precizitas-
sal keriilnek targyalasra, megfelel§ alapot biztositva ahhoz, hogy az érdekl6dé hallgatok
tanulmanyozni tudjanak a kvantumfizika matematikai alapjaival, illetve a kvantumfizika
matematikailag preciz targyalasaval foglalkozé haladébb konyveket és cikkeket is. A targy
nagyon hasznos szemléletet és technikai tudast ad a kvantum-informaciéelméleti targyak
elvégzéséhez is.

Struktara:

Heti 2 ora elGadas és 1 ora gyakorlat, 4 kredit. Minden elGadéson kiadésra keriil két
feladatsor a kovetkezs heti gyakorlatra: az elsé gyakorlo feladatokat tartalmaz, az ezekre
kapott jegy bizonyos stllyal beleszamit a félév végi jegybe. A mésodik feladatsor elméle-
tibb, az itt elért pontszam alapjan megajanlott vizsgajegyet lehet szerezni. A feladatok
megoldasait a kovetkezs heti gyakorlat elejéig kell beadni, a gakorlaton ezek, és kapcso-
16d6 kérdések részletes megbeszélése torténik.

Tematika:

(1) Klasszikus valoszintségi modellek. Mérhet terek, valoszintiségi mérték, éles mé-
rések, fliggvények mérhetGsége, valoszindségi véaltozod eloszlasa, mérési statisztika
modellezése. Borel g-algebra, Lebesgue-mérték definiciéja. Mérési eredmények
varhato értéke, szorésa, az integral definicidja, alapvets integral-tételek. Véges di-
menzios klasszikus modellek matrix formalizmusban, véges és végtelen dimenzios
kvantum modellek matematikai motivacioja.



(2)

(3)

(9)
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Norma és skalarszorzat, [P([d]), [P(N) és absztrakt LP-terek. Teljesség jellemzése ab-
szolut konvergens sorozatokkal, LP-terek teljessége. Normék ekvivalenciaja, véges-
dimenziés normalt terek.

Nyilt és zart halmazok, stird alterek, stirtin értelmezett linearis operatorok. Lineé-
ris operatorok korlatossaga és folytonossiga. Hilbert-terek direkt Gsszege, operator
grafja, zart operatorok. Sajatérték és spektrum, peremfeltételek (értelmezési tar-
tomany) hatasa a spektrumra. Példak szorzas- és differencialas operatorokkal.

Hilbert-terek geometriaja, zart konvex halmazra vetité projekcio, ortokomplemen-
tum, ortogonélis projekciok. Unitér és izometrikus operatorok, Hilbert-terek izo-
metridja. Teljes ortonormalt rendszerek, bazis szerinti kifejtés, operatorok matrixa.
Trigonometrikus bézis, polinom bazisok.

Hilbert-terek dualisa, Riesz reprezentacios tétel, operator adjungaltja, adjungalt
operétor grafja és zartsaga, onadjungalt és szimmetrikus operatorok. A kvantum-
mechanikai hely és lendiilet operatorok.

Korlatos pozitiv szemidefinit operatorok, pozitiv szemidefinit rendezés. Projekciok
rendezése. Pozitiv szemidefinit operatorok nyoma, stirtiségoperatorok. Nyomszerd
pozitiv szemidefinit operatorok spektralfelbontasa (bizonyitas nélkiil). Tiszta és
kevert allapotok.

Pozitiv operatorok névé sorozatdnak hatartértéke, erGs és gyenge operatortopolo-
giak. Kvantummechanikai mérhet6 mennyiségek mint projektor-, illetve pozitiv
operétor értékid mértékek, strtiségoperator szerinti mérési valoszintiségek. Gleason
tétel (bizonyitas nélkiil). A pozicié méréshez tartozo projektor értéki mérték.

Meérési eredmények varhato értéke és szorasa, projektor értéki mérték szerinti integ-
ral. Valos mérheté mennyiséghez tartozo operator, mérheté mennyiség fiiggvényei.
Spektraltétel projektor értékid mértékes és szorzasoperatoros valtozata (bizonyités
nélkiil). Nemkorlatos 6nadjungalt operator altal generalt unitér csoport, unitér
csoport generatora.

Fourier-transzformacio L?(R%)-n, a lendiilethez tartozé projektor értékd mérték.

Egylittes mérhetGség és inkompatibilitas, mérheté mennyiségek Gsszegének problé-
méja, latszolagos fizikai ellentmondasok feloldasa.
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