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1. Linearis terek

1.1. Linearis fliggetlenség, bazis, specialis matrixok

1. Gyakorlat:
Alteret alkotnak-e R3-ben egy egyenes pontjai?

2. Gyakorlat:
Az n x n-es komplex matrixok M, (C) vektorterében komplex illetve valos
alteret, csoportot, részalgebrat alkotnak-e a kévetkezd halmazok:

a) diagonéalis matrixok;

o

onadjungalt matrixok;

¢) unitér matrixok;

o

pozitiv definit méatrixok;

= D

)

)

)

) normalis matrixok;
)

) egységnyi nyomid matrixok;
)

g) fels6 haromszog méatrixok;

h) adott A = A* € M, (C)-vel kommutaléo matrixok halmaza?

A felsorolt halmazok koziil melyik konvex?

3. Gyakorlat:

Hatarozzuk meg az a,b,c,d,e paraméterek értékét ugy, hogy az O =
z (—(223 _(216 (é) méatrix iranyitastarto, (ill. irdnyitasvalto) ortogonalis transzfor-
méaci6 legyen! Ezen paraméterértékek mellett mekkora szdggel forgat az O,

(ill. irdanyitasvalto esetben a —O) méatrix?

4. Gyakorlat:

Legyen fi(x) := e'*. Bizonyitsuk be, hogy {f; : t € R} linearisan fiig-
getlen rendszer az R-en értelmezett végtelen sokszor differencialhatd valos
értékd fliggvények vektorterében!

5. Gyakorlat:
Adjuk meg az origora valé tiikrozés, az x tengelyre vald tiikrozés és az xy
sikra valo tiikrozés matrixat R3 standard bazisaban!



1.2. Sajatérték, sajatvektor, spektralfelbontas, matrixok
fliggvénye

1. Gyakorlat:
Mik az

111 1
A_ELJ
matrix sajatértékei, sajatvektorai? Milyen leképezést ad meg ez a matrix?

2. Gyakorlat:
Hatarozzuk meg a kovetkez6é matrixok sajatértékeit, sajatvektorait, spekt-
ralis projekcioit és spektral felbontasat!

o 1 o —i 1 o0
%= 11 o|" DT 0| 7= 10 -1l

3. Gyakorlat:
Milyen transzformaciot ir le az

01
A=10 0
10

o = O

matrix? Hatérozzuk meg A sajatértékeit, sajatvektorait, spektralis projekci-
6it és spektralfelbontasat!

4. Gyakorlat:
Hatarozzuk meg az

- 3 11
113

matrix spektréalfelbontasat valamint az arcsin(A) matrixot!

5. Gyakorlat:
Hatarozzuk meg az

1 9 -2 0
0 0 10

matrix spektralfelbontasat valamint az e matrixot!
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1.3. Dualis tér, transzponalt, adjungalt

1. Gyakorlat:
A végtelen valos sorozatok RY vektorterében legyen V a véges sok nem
nulla elemet tartalmazé sorozatok halmaza.

a) Igazoljuk, hogy V, altér!
b
c

d

Adjunk meg Vy-ban egy bazist!
Adjuk meg a V§ dudlis teret!

~— ~— ~— ~—

Igazoljuk, hogy VO V(’;*, azaz bizonyitsuk, hogy 3® € V{*, melyre

® ¢ RanJ, ahol J : VO <5 V** a vektortér természetes bedgyazasa a
bidualisabal

2. Gyakorlat:
[gazoljuk, hogy ha a V véges dimenzios vektortérben {b;}?; C V béazis,
{Bi}1.; C V* az ehhez tartozo dualis bazis, és {BZ}Z , C pedlg a duélis

bazishoz tartozé dudlis bazis, akkor 3; = J (b;), ahol J : Vo — V** a
vektortér természetes beagyazéasa a bidualisabal

3. Gyakorlat:
Hatéarozzuk meg az R? euklideszi térben az

2 0
a=|1], b= |-1], c= |3
0 1

bézis dualisat! Adjuk meg az altalanos formulét is!

4. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy linearis leképezés transzponéltjara teljesiilnek a kovetkezd
tulajdonsagok!

a) [AT];; = [A];; (véges dimenzioban);
b) (AT)T = A (véges dimenzioban);

c) (eA+ BB)T = aAT + BT,

d) (AB)T = BT AT

e) (AHT = (A")~! (ha A invertalhato).



5. Gyakorlat:
[gazoljuk, hogy (véges dimenzios) euklideszi tér lineéris leképezéseinek
adjungaltjara teljesiilnek a kovetkezs tulajdonsagok!

(

(

(AB) = B A*;

(A71)* = (A")7! (ha A invertalhato).

6. Gyakorlat:

Igazoljuk, hogy M, (C)-ben a (A, B) := Tr(A*B) bels6 szorzast definiall
(Hilbert—Schmidt bels§ szorzés.) Hatarozzuk meg a CI altér ortogonalis
komplenterét!

7. Gyakorlat:
Legyen A € M, (C) adott matrix. Hatérozzuk meg az A-val valo balrdl
SZOrzas,

La: M, (C)— M,(C), B— AB

leképezés adjungaltjat a Hilbert—Schmidt belss szorzésra nézve!

8. Gyakorlat:
[gazoljuk, hogy egy euklideszi térben az ortogondlis projekcio kovetkezé
két definicidja ekvivalens!

e Geometriai definici6: Egy linearis leképezés ortogondlis projekcio, ha
magtere és képtere ortogonalis kiegészitG alterek, és a leképezés képte-
rén az identitas.

e Algebrai definicié: Egy P linearis leképezés ortogondlis projekcio, ha
onadjungalt (P* = P) és idempotens (P? = P).

1.4. Tenzorszorzat

1. Gyakorlat:

Legyen U,V vektortér, j : U ® V — Lin(V* U) pedig az a linearis le-
képezés, melyre u @ v € U®V és ¢ € V* esetén (j(u @ v))(¢) = o(v)u.
[gazoljuk, hogy j injektiv, és pontosan akkor sziirjektiv, ha dim U < oo vagy
dimV < oo!

Milyen hasonl6 kapcsolat allapithatéo meg U @ V* és Lin(V, U) koézott?
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2. Gyakorlat:

Legyen (U, (-, )u) és (V, (-,-)v) két (véges dimenzios, komplex) euklideszi
tér. Igazoljuk, hogy ekkor az U® V tenzorszoztat-téren euklideszi struktirat
definial az

(U1 @ v1, ug ® Va)ugy = (U1, Ug)u - (U1, Va)v
Osszefiiggés, ha els6 valtozdjaban konjugalt linearisan, méasodikban linearisan
kiterjesztjiik.

3. Gyakorlat:

Legyen V = R3, és a := (é) ® <§> — <§> ® (
halmazt V' AV egy bazisava.

o

>. Egészitse ki az {a}

4. Gyakorlat:
Irjuk fel az A : C* — C? linearis operator esetén az AV A és AN A
leképezést (alkalmas bézisban), ha A matrixa C? kanonikus bazisdban (1 3).

5. Gyakorlat:
Legyen a V' véges, n dimenzios vektortérben {e;}? , bazis! Igazoljuk,
hogy V" *-ban

{eil/\eiQ/\eis/\~~/\e,-k]1§i1<i2<i3<~~-<ik§n}
L. , . Ak _ (n
bézis, és dim V""" = (k)'

6. Gyakorlat:
Legyen a V' véges, n dimenzios vektortérben {e;}? , bazis! Igazoljuk,
hogy VV*-ban

{611\/612\/623\/\/ezk|1§21§Z2§23§Slkgn}
At A : Vk __ (n+k-1
bézis, és dim V' —( ] )!

7. Gyakorlat:
Legyen L vektortér.

(a) Bizonyitsuk be, hogy ekkor ®?L = AL @& V2L!
(b) Igaz-e, hogy @3L = NA3L & V3L?
8. Gyakorlat:

Legyen e, ..., e, ortonorméalt bazis egy véges dimenzios (V, < .,. >) euk-
lideszi térben. Szamoljuk ki az e; A---Aeg és e V- -+ Ve, vektorok norméjat.
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9. Gyakorlat:

Legyen a V vektortér n-dimenzios euklideszi tér! Kozvetleniil, ortonor-
malt bazissal végzett szamolassal igazojuk, hogy n = 2,3 és k = 2,3 esetén
V& _ben a VAV és a AFV alterck ortogonalisak! Ezutan igazoljuk az llitast
minden (szoba johets) n, k péarral

10. Gyakorlat:
Legyen A € Lin(U) és B € Lin(V) két diagonalizalhato linearis leképezés,
melyek sajatértékei, sajatvektorai:

Au; = oyu; (i=1...n=DimU), Bv;=pfv; (j=1...m=DimV).
Hatarozzuk meg A ® B sajatértékeit, sajatvektorait!

11. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy, hogy u; ® v; + us ® v pontosan akkor elemi tenzor, ha
vagy u; €s ug, vagy v; és v linearisan Gsszefliggs!

12. Gyakorlat:

Egy kvantummechanikai rendszer allapotait a pozitiv szemidefinit, 6nad-
jungalt operatorok (strtiségmatrixok) irjak le. Egy p allapotban levd rend-
szer von Neumann entropidja S(p) = —Tr(plnp) = —>"  Ailn);, ahol
{Ai}, C R a p operator sajatértékei.

Legyen A és B két (véges dimenzios) rendszer, melyek rendre a py illetve
pp allapotban vannak. Ha a két rendszer kozott nincs korrelacio, akkor az A
és B rendszer egyiittes allapotat a py ® pp strtiségmatrix irja le. Igazoljuk,
hogy az entropia additiv, azaz

S(pa® ps) = S(pa) + S(pB)-

13. Gyakorlat:
A kovetkez6 matrixok kozil melyek irhatok ol elemi tenzorszorzatként?
Hogyan?

11 10 1 -1 01 1 i 1 i
PR R O e A A O A
2. Normalt terek, Banach-terek
2.1. Norma axiémai

1. Gyakorlat:
Bizonyitsuk be, hogy ha (X, ||.||x) és (Y, ||.|ly) normalt tér, akkor B(X,Y)
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(az X — Y korlatos lineéris operatorok) is normélt tér az operator norméaval!
Tovabba igazoljuk, hogy ha Y Banach-tér, akkor B(X,Y") is Banach-tér!

2. Gyakorlat:
Legyen p; és ps norma az X téren. Bizonyitsuk be, hogy ekkor p; + ps és
max(pi, p2) is normal

3. Gyakorlat:
[gazoljuk, hogy normalt tér egységgdmbje (és igy barmely kozéppontu és
sugaru gombje is) konvex halmaz!

4. Gyakorlat:

(a) Vazoljuk R%-en a kiilonbozé p-normak egységgdmbjeit, vagyis a B, :=
{z € R? : |z1|P + |z2|P < 1} halmazokat, ahol 1 < p < oc!

(b) Definialjuk B,-t a fenti médon 0 < p < 1 esetén is! Konvexek lesznek-e
ezek a halmazok?

(c) Normét hataroz-e meg R%-en ||z|| := (|z1|P? + |z2[P)'/?, ha 0 < p < 1?

5. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy 1 < p < ¢ < 0o esetén [P C (9, valamint ha = € [P, akkor
]l = [l !

2.2. Banach-terek

Sziikséges ismeretek: Hahn-Banach tétel algebrai alakja (funkcionalok
kiterjeszthetGsége), egyenletes folytonossag tétele (Banach—Steinhaus), nyilt
leképezés tétele (Banach—Schauder), zart graf tétele, korlatos inverz tétel.

1. Gyakorlat:
Legyen X Banach-tér, Y C X, z € X. Pontosan mikor létezik ¢ € X*,
melyre ¢(y) =0 Vy € Y és ¢(z) = 17 Adjuk ekkor éles alsd becslést ||¢||-re!

2. Gyakorlat:

Legyen E Banach-tér és F' C FE lineéris altér. Igazoljuk, hogy F' pon-
tosan akkor stirti E-ben, ha minden F-en elting korlatos linearis funkcional
konstans nulla a teljes E téren, azaz

F=E < ((feE'Aflr=0)=[f=0)!



3. Gyakorlat:
Mutassuk meg, hogy (I°°)* szigortian nagyobb, mint I, azaz létezik olyan
® : [* — C korlatos linearis funkcional, amely nem irhat6 {6l x = (zg, x1,25...) €

[ esetén ®(x) = Y, . fnr, alakban, ahol f = (fo, fi, fo...) € I}

4. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy (C10,1], ||-||.,) szeparabilis Banach-tér!

5. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy ha egy A C X halmaz az X Banach-térben gyengén
korldtos, azaz minden ¢ € X* esetén ¢(A) korlatos, akkor A korlatos!

6. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy az [ Banach-térben a konvergens sorozatok ¢ halmaza
valamint a zéro sorozatok cy részhalmaza zart linearis altér!

7. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy 1 < p < co esetén az [P tér szeparalhato!

8. Gyakorlat:
Legyen X és Y Banach-tér. Mutassuk meg, hogy ha A € B(X,Y") nyilt,
akkor sziirjektiv!

2.3. Fréchet- és Gateaux-derivalt

Sziikséges ismeretek: Fréchet- és Gateaux-derivalt.

1. Gyakorlat:

Tanultuk, hogy minden linearis leképezés Fréchet-derivaltja onmaga. Le-
gyen f:R = R, és f(z) = z! Nyilvan f lineéris, ugyanakkor f’'(z) =1 # «.
Oldjuk {6l a latszolagos ellentmondast!

2. Gyakorlat:
Legyen
®: M,(C) = M,(C),  Aws A%

Hatarozzuk meg ® Fréchet-derivaltjat minden pontban!

3. Gyakorlat:

Legyen D C M,(C) az invertdlhat6 méatrixok halmaza. Igazoljuk, hogy
D nyilt halmaz (az operator norma atal indukalt topologidban)! Hataroz-
zuk meg a ® : D — M, (C), ®(A) = A~! leképezés Fréchet-derivaltjat egy
tetszéleges A € D pontban!



4. Gyakorlat:

A ¢és afdl gyakorlat eredménye valamint a lancszabaly alkalmazésaval
hatarozzuk meg az invertalhaté métrixok halmazan a minusz harmadik hat-
vanyra emelés Fréchet-derivaltjat! Ellendrizziik, hogy mindkét kompozicio-
sorrendet véve ugyanazt az eredményt kapjuk!

5. Gyakorlat:

Igazoljuk, hogy az f : M,(C) — M,(C), f(X) = sin(X) leképezés
Fréchet-derivaltja az I € M, (C) pontban f'[I|H = (cosI)H ! Igaz-e hasonld
allitds 1-t61 kiilonb6z6 pontokban?

6. Gyakorlat:
Hatéarozzuk meg A, H € M,(C), [A, H] = 0 esetén az f(A) = sin(A)
leképezés df'(A, H) Gateaux-derivaltjat!

7. Gyakorlat:
Hatarozzuk meg A € M, (C) esetén az f(A) = Tr(sin(A)) leképezés f'[A]
Fréchet-derivaltjat!

8. Gyakorlat:
Legyen X Banach-tér, A € B(X). Szamoljuk ki a ¢t — sintA Fréchet-
derivaltjat, ahol t € R !

9. Gyakorlat:

Irjuk at az f(r, ) = rsin(3y) leképezést sikbeli polar-koordinatéakbol
Descartes-koordinatakba! Hatarozzuk meg az igy kapott f : R? — R,
(z,y) — f(z,y) leképezés df ((0,0), (hy, hy)) Gateaux-derivaltjét az origo-
ban! Mekkora a h, = (cos ¢, sin ¢) iranyt Gateaux-derivalt? (Erre kozvetle-
niil is valaszolhatunk az f polarkoordinatas alakbol.) Lineéris-e a Gateaux-
derivalt h-ban? Létezik-e f-nek a Fréchet-derivaltja az origéban?

2.4. Funkcionalok és operatorok

Sziikséges ismeretek: funkcional, operdator normaja, (P — [9, LP — L9 dua-
lités.

1. Gyakorlat:
Hatarozzuk meg az

P17 —C, r = (xg,T1,Ta...) = D(x) = 11 — dxy + Jixg

funkcional norméjat p = 1,2, 3 és oo esetén!
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2. Gyakorlat:
Legyen

= a
P:l=C (aen > Yo

funkcional! Igazoljuk, hogy a funkcional folytonos, és szamoljuk ki ||¢)] érté-
két 1 < p < oo esetén!

3. Gyakorlat:
Milyen a@ > 0 valés szém esetén definial a

d,: 1> = C, a = (a,as,a;z... kz_:k_k

leképezés korlatos linearis funkcionalt?

4. Gyakorlat:

Legyen g € C0, 1], és M, jelolje a ,,g-vel valo szorzas” operatorat, tehat
M, : f — gf. Hatarozzuk meg M, normajat, ha f € C[0,1], valamint ha
feLP[0,1] (1 <p < oo)!

5. Gyakorlat:
Folytonosak-e az alabbi leképezések? Ha igen, hatarozzuk meg normaju-
kat!

(a) A:C?0,1] = CJ0,1], f=r

(b) B:C'0,1] — C[0,1], fe=f
(c) C:C?*0,1] — C[0,1], fe=f"
(d) D:C[0,1] — C[0,1], Dom A = C[0,1]nC*0,1], [+ f"

Az itt szerepld folytonos, folytonosan derivalhato és kétszer folytonosan
derivalhato fliggvények terén a normat a kévetkezdképpen értelmezziik:

feClo,1] eseten  [|f|] = Sup {!f(w)l},

f €C'0,1] eseten || f|| = sup {!f( )+ sup {|f' ()]},

z€0,1] z€[0,1]
f € C?0,1] esetén ||f[| = sup {1/ ()]} + Sel[lopl]{\f( )|} + Sel[tri]{!f"(if)!-

6. Gyakorlat:
Mennyi az Af(x fo t) dt képlettel definialt A operator norméaja a
C[0,1] és az L'[0,1] teren'?
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3. Hilbert-terek és korlatos operatoraik

3.1. A Hilbert-tér geometriaja

1. Gyakorlat:

[gazoljuk, hogy 1 < p < oo, p # 2 esetén az [P és LP(X, ) Banach-
terekben, valamint a Cfa,b] Banach-térben nem teljesiil a paralelogramma
egyenlGség!

2. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy ha egy Banach-térben teljesiil a paralelogramma egyen-
16ség, akkor a norma szarmaztathatd belsé szorzasbol!

3. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy minden Hj el6-Hilbert-tér izomorfizmus erejéig egyértel-
miien teljessé tehetd, a kovetkezd értelemben.

(a) Létezik egy ‘H Hilbert-tér és egy j : Ho S H injektiv, belsGszorzat-tarto
linearis beagyazas, melyre j(Ho) stirtd H-ban!

(b) Ha (H,j) és (H',7') is rendelkezik az el6z6 pontban szerepld tulajdonsa-
gokkal, akkor egyértelmiien létezik egy b : H — H’ izomorfizmus (unitér
operétor), melyre bo j = j' és b=t o j/ = j!

4. Gyakorlat:
Milyen a, b, c € C értékek esetén minimalis az

1
22 —a—br —cx?|?dx
|
0

integral?

5. Gyakorlat:
[gazoljuk, hogy az n X n méretii komplex matrixok M, (C) vektortere az
(A, B) = Tr(A*B) (Hilbert-Schmidt) belsé szorzassal Hilbert-tér!

3.2. Adjungalt

1. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy a Hilbert-terek korlatos operatorain definialt adjungélt-
fogalom Osszhangban van a korabban matrixokon értelmezett adjungalttal,

12



azaz ha A € B(C"), akkor (A*);; = (A;,), ahol X, ; az X operator matrixa
a C" standard bazisaban!

2. Gyakorlat:
Legyen A, B,C € M,(C). Hatarozzuk meg a kovetkezd operatorok ad-
jungaltjat!
Ly : M,(C)— M,(C), X — AX,
Opc: M, (C) — M,(C), X+ BXC.

(Az M, (C) téren a Hilbert-Schmidt féle belss szorzast tekintjiik.) Mikor
unitér, énadjungalt, normaélis illetve projekcio az L4 illetve a ®p  operator?

3. Gyakorlat:
Adjuk meg a kovetkezs 12 téren definialt operatorok adjungaltjat!

( ) = (

( ) = (apzo, @171, a2 . . . ), (VneN a,cC),
R: (xg,x1,29...) — (0,20, 21,22...),
L ) = (

( ) — (O,CL()J?(),CLlZEl,an'Q S ), (Vn eN aq,€ (C)

4. Gyakorlat:
Adjuk meg a kovetkezs L?]0, 1] téren értelmezett operdtorok adjungéltjat!

(Az)(t) :/0 x(7)dr, (Bx)(t) = tx(t),

(C2)(t) = 2(V), (Dz)(t) = /0 ra(r)dr,
Vi t2

(Ex)(t):/o Tz(T)dT, (Fx)(t) :/0 Tz (T)dT.

5. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy P pontosan akkor ortogonalis projekcié, ha P = P*P
teljesiil!

6. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy ha P és @) ortogonalis projekcio, akkor

a) P + @ ortogonalis projekciod = PQ =0,
b) PQ ortogonalis projekcio = PQ =QP.
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7. Gyakorlat:
Legyen A € B(H). Bizonyitsuk be, hogy ha A — il invertalhato, és

(A+il)(A—il)™*
unitér, akkor A 6nadjungélt!

8. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy ha A egy Hilbert-tér korlatos operatora, akkor

Ker A = (Ran A*)*.
3.3. Ortogonalis polinomrendszerek

1. Gyakorlat:
Legyen

2 d’l"L 2
H,(z)=(—=1)"e" d—e’w (Rodriguez-formula)
xn

az n-edik Hermite-polinom. Bizonyitsuk be, hogy

a) a H, polinomok az Lo(u) tér béazisat alkotjak, ahol p a Gauss-mérték,

s 2 . , 2
azaz strtségfiiggvénye p(z) = e *;

b) Igazoljuk, hogy H, féegyiitthatoja 2m.
c¢) Igazoljuk a kovetkezs Osszefiiggéseket:

H,, = 2xH, — Hpy1,
H,1(x) =22H,(x) — 2nH, 4 (x), (rekurzios Osszefiiggés)
H)(x) =2nH,_;,

0= H/(z) —2zH)(x)+2nH,(z). (differencidlegyenlet)

2z—t)

d) Igazoljuk, hogy a Hermite-polinomok generatorfiiggvénye efl , AZaz

exp(2xt — t2 Z H,(

e) Igazoljuk,hogy
1Ha(@)|[2 = V72"l
2. Gyakorlat:
Az Hermite-polinomok generatorfiiggvényének segitségével bizonyitsuk be,

hogy a Fourier-transzformécio sajatfiiggvényei az Hermite-fiiggvények!
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3.4. Topologiak

1. Gyakorlat:
Mutassuk meg, hogy az S; = {x € I* | ||z|| = 1} C I? egységgdmb lezartja
By ={zel’||z]| <1} C I azaz

(a) Igazoljuk, hogy z,, —  és ||z,|| < c esetén ||z|| < ¢!

(b) Tetszbleges y € By vektor esetén adjunk meg egy olyan {x,} C S; soro-
zatot, mely gyengén konvergél y-hoz!

2. Gyakorlat:
Legyen H szeparabilis Hilbert-tér, és {e,}nen C H ortonormélt bézis.
[gazoljuk, hogy ekkor x,y € H esetén

d(I7y) = 22—n|<x - y7€n>|

neN

n—oo

metrika a H téren, és ha z,, —> x, akkor d(z,,z) == 0.

3. Gyakorlat:

Legyen M a H Hilbert-tér egy olyan részhalmaza, melynek linearis burka
stird H-ban! Igazoljuk, hogy ha {z,},en C H korlatos sorozat, és 3z € H,
melyre Yy € M esetén (z,,y) — (z,y), akkor z, — !

4. Gyakorlat:
Konvergensek-e az [? téren a norma-, illetve a gyenge topologidban a
kovetkezs sorozatok? Ha igen, adjuk meg a hatarértékiiket is!

1 i 1 1
Tn = 5717 n — 0 ) Zn = ns Wy, = n
G 2 Vo o

5. Gyakorlat:
Legyen H Hilbert-tér, A,, A € B(H)! Igaz-e, hogy

(a) ha A, — A, akkor ||A,|| — ||A]|? (Igaz.)
(

)
b) ha A, — A, akkor {||A,||} korlatos? (Igaz.)
(c) ha A, =% A, akkor [|Anll — ||A]|? (Hamis.)
)

(d) ha A, =% A, akkor {||A,||} korlatos? (Igaz.)

15



(e) ha A, =% A, akkor ||A,|| — ||A||? (Hamis.)
(f) ha A, =% A, akkor {||A,||} korlatos? (Igaz.)
Az allitasokat bizonyitsuk!

6. Gyakorlat:
Legyen H szeparabilis Hilbert-tér, és {e,}nen C H ortonormélt bézis.
Igazoljuk, hogy ekkor A, B € B(H) esetén

d(A,B)= > 27 "™(e, (A~ B)en)|

n,meN
metrika a B(H) téren, és ha A, =% A akkor d(A,, A) =3 0.

7. Gyakorlat:
Adjunk meg egy d metrikat a B(#H) halmazon tugy, hogy tetszéleges { A, frnen C
B(H) sorozat esetén

A, 25 A = d(A,,A) X0 és sup{||A.||} < 0.
neN

8. Gyakorlat:
Melyik operéator-topolégiaban létezik, és mi a hatarértéke a kovetkezé
operétor-sorozatoknak?
AP =P An(wg,x1,29...) = (0,0...0,(=1)"2,, (=1)"Ma,0,...);

n darab

By :1* = I, Byu(wg,21,29...) = (20, Tn, Ton, Tan - - . );

9. Gyakorlat:
Az A € B(I?) operétort definidlja az

Ad,, = o, Vn e N

egyenlGség! Mennyi az A operdtor normaja? Milyen operator-topologiaban
konvergens, és hova tart az { A"}, cn operator-sorozat?

10. Gyakorlat:
[gazoljuk, hogy ha P és @) tetszbleges ortogonalis projekcio, akkor (PQ)"
konvergens az erds operator-topologidban! Mi a sorozat hatarértéke?
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11. Gyakorlat:
Igaz-e, hogy ha A, =% A és B, =% B, akkor A, B, =% AB?

12. Gyakorlat:

[gazoljuk, hogy egy Hilbrt-tér unitér operétorai az erés operator-topoldgiaban
folytonos topologikus csoportot alkotnak, azaz ha U,, V,,, U,V unitér opera-
torok, U, 20 U és V, 25V oakkor U, V, =5 UV és Un_1 =2 U

3.5. Kompakt operatorok

1. Gyakorlat:
Igaz-¢e, hogy a kompakt operdtorok halmaza az erds operator-topoldgiaban
zart?

2. Gyakorlat:
Milyen {a, }nen C C sorozatra kompakt az
A2 =12 A(zo, 1,22 ...) = (apzo, @171, Q2T . . . )
operator?
3. Gyakorlat:

Bizonyitsuk be, hogy végtelen dimenzi6és Hilbert-tér kompakt operatora-
nak nincs korlatos inverze!

3.6. Spektrum, spektraltétel

1. Gyakorlat:
Legyen A és B két invertalhato matrix. Igazoljuk, hogy AB és B A spekt-
ruma azonos!

2. Gyakorlat:
Legyen T € B(I?),

1 1 1
T(xy, 29,73, 74,...) = (561, 5962, 51’371334, . ) .
Hatarozzuk meg T' spektrumat!
3. Gyakorlat:
Az I? tér T operatorat a

1 1 1
T(Qfl, T2, T3,T4y. .. ) = (§.CB2, gﬂ?g, Zm, Ce )

képlettel definialjuk.



a) Adjuk meg T normajat!

)
b) Adjuk meg T pontspektrumat és sajatvektorait!
¢) Adjuk meg T adjungéaltjat!

)

d) Adjuk meg T™ pontspektrumaét és rezolvens halmazat!

4. Gyakorlat:
Adjuk meg az A : L*0,1] — L?[0, 1],

f ()

(Af)(w) = 22

operétor spektrumét!

5. Gyakorlat:
Hatarozzuk meg az [? téren értelmezett balra és jobbratolas operator
spektrumat és annak részeit!

6. Gyakorlat:
Igazoljuk az els6 rezolvens-formulat:

RA(T) = Ru(T) = (1= N R,(T)RA(T).
Itt T egy Hilbert-tér korlatos operatora, és A, u € p(7T).

7. Gyakorlat:
Igazoljuk a masodik rezolvens-formulat:

R\(A) = RA(B) = Rx(A)(A — B)RA(B).
Itt A, B egy Hilbert-tér két korlatos operatora, és A € p(A) N p(B).

8. Gyakorlat:
Legyen A 6nadjungalt operator egy H Hilbert téren, és z = a+ b, b # 0.
Igazoljuk, hogy ekkor az

(A+zI)(A+zD)™!
operéator unitér!

9. Gyakorlat:
Legyenek { P, },en paronként egymasra ortogonalis projekciok, és {\, }nen C
C tetszdleges konstansok.
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a) Milyen {\,} sorozat esetén konvergens a >~ A, P, sor az ers operator-
topologiaban illetve az operdtornomra topolégiaban?

b) A > AP, operator milyen {\,} sorozat esetén normalis, dnadjungalt,
projekcio, illetve unitér?

c¢) Hatarozzuk meg a > >~ A, P, operator norméjat, adjungaltjat, spektru-

mat és annak részeit.

10. Gyakorlat:
Hatérozzuk meg az L%[—1,1] téren értelmezett

(Af) (@) =2f(z) — f(—=) (f € P[-1,1),2 € [-1,1])
operator spektralfelbontasat, valamint az e operatort!

11. Gyakorlat:
Adjuk meg az M : L?[0,1] — L?[0,1],

(M f)(x) := [2z]x f(x)
operétor pont-, folytonos és rezidualis spektrumat!

12. Gyakorlat:
Ha H C [0, 1] egy Borel-halmaz, akkor legyen

A(H), ha § & H,
AMH)+ 3%, hajeH,

=

=

i
—N—

N WIN

3

ahol X a Lebesgue-mérték. Mi az L? (i) térben az z? fiiggvénnyel valo szorzas
operatoranak spektruma?

4. Nemkorlatos operatorok

Ebben a fejezetben a ,lineéaris operator” fogalmahoz nem térsitjuk sem azt,
hogy a leképezés mindentiitt értelmezve van, sem a korlatossagot.

1. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy az A linearis operator pontosan akkor lezarhato, ha (0, h) €

I'(A) esetén h = 0!
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2. Gyakorlat:
Legyen a T' linearis operator értelmezési tartomanya és hatéasa:

D(T)={ferL?o1]| feC'0,1]}, Tf=/f"
Igazoljuk, hogy T nem korlatos operator!

3. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy a kovetkezd linearis operatorok szimmetrikusak!

a) D(A)={feL*0,1]| f€C'0,1], f(0)=f(1) =0}, Af=if’
b) D(B)={feL0,1]| feC*0,1], f(0)=f(1)=0}, Bf=f"
) D(C)={feL0,1]| feC*0,1], f(0)=/f(1)=0}, Cf=["

4. Gyakorlat:
Legyen @ a

D@~ {re’® | [ ef@lar <o} € @

értelmezési tartomanyon az x valtozoval valo szorzas operatora:

(Qf)(x)=af(x) VfeDEQ)), zeR.
[gazoljuk, hogy ) 6nadjungalt!

5. Gyakorlat:
Legyen f : N — C tetsz6leges fliggvény, és ennek segitségével definialjuk
az My ,szorzas operatort” a kovetkezSképpen:

D(My) = {w € BN | Y1)l < o0}, My(x) = 3 f(n)and

Igazoljuk, hogy M; zart operétor!

6. Gyakorlat:
Igazoljuk, hogy ha Z zart operator, B pedig az egész Hilbert-téren értel-
mezett korlatos operéator, akkor Z B zart operator!

7. Gyakorlat:
Legyen a T' operator a

D(T) = {:c e 12(N) ‘ S nle)? < oo} C 2(N)

neN
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altéren a
T(x)= Z vn+1x,.16,

neN

formuléaval értelmezve! Jelolje tovabba tetszéleges 2z € C esetén
Zn
e(z) = Z —=d,
neN n!
a z-hez tartozé exponencidlis vektort!

a) Igazoljuk, hogy © € D(T') esetén a T operator definiciéjanak jobb oldalan
szerepld sor konvergens (s6t, feltétel nélkiil konvergens), tehat a definicio
korrekt!

b) Igazoljuk, hogy T' zéart operator!

¢) Igazoljuk, hogy e(z) € [*(N), és hatarozzuk meg e(z) norm4jat!

d) Igazoljuk, hogy tetszéleges z € C esetén Te(z) = e(z), tehat o(T) =
o,(T) = Cl!

5. Kvantummechanikai kitekintés
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