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1. Komplex szadmok

1.1 Feladat.

1.2 Definicié. A Riemann-gémb komplex szamsik egyetlen, ,végtelen tavoli
ponttal” valé kiegészitése, azaz a C = C U oo halmaz, a

2z + 00 = 00,

=0 Vz € C,

Z 00 = 00,

= oo vz € C\ {0}

miveletekkel. A oo £ 00, 22,000 és % formulék nem definialtak.

1.3 Definici6. A zi, 29, 23 € C szamok osztdviszonya:

Z3 — 21 Z1 — &3
(217227Z3) = = - )
Z2 — Z3 Z2 — %3

a 21, 29, 23, 24 € C szamok kettdsviszonya:

(Zla 22, 23)

Z1,R22,23,24) ‘= .
( ’ s #3 ) (21,22724)



1.4 Feladat. Igazoljuk, hogy négy pont pontosan akkor esik egy korre vagy
egyenesre, ha a négy pont kettGsviszonya valos.

1.5 Feladat. Igazoljuk, hogy a z — 1/z, z — z + w, z + Az valamint a

Z Zjis leképezések (ad — be # 0) kor- illetve egyenestartok!

1.6 Feladat. Milyen ponthalmazt alkotnak a komplex szdmsikon azon z sza-

—1| _ P
mok, melyekre ’ZZH ‘ = 2 teljesiil?

1.7 Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy szabalyos n-szog koézéppontjabol a csi-
csaiba mutat6 helyvektorok Gsszege nullvektor!

1.8 Feladat. Egy négyszog oldalaira kifelé négyzeteket rajzolunk. Kossiik dssze
az atellenes négyzetek kozéppontjait. Igazoljuk, hogy e két szakasz meré6leges,
és egyenl$ hosszi!

1.9 Feladat. Rajzoljunk egy haromszog mindegyik oldalara kifelé egy-egy sza-
bélyos haromszoget. Igazoljuk, hogy ezek kbzéppontjai szabéalyos haromszoget
alkotnak!

1.10 Feladat. Tekintsiik az

i) (z+1)7:;7f1

; 141 _ a3
i =(z—1i
) (z+1)3 ( )
egyenleteket! Van-e olyan z € C, amely kielégiti az ), illetve van-e olyan, ami
kielégiti a i) egyenletet? Konkrét megoldasokra most nem vagyunk kivancsi-
ak, de az egyszerd ,igen/nem™en til mindkét esetben érveljiink is a valaszunk
mellett!

1.11 Feladat. a) Irja f6l azt az f : C — C transzformaciot, ami a komplex
szamsikon az origd koriil 60°-kal forgat pozitiv iranyban!

b) Irja fol azt a g : C — C transzforméciot, ami a komplex szamsikon az 1 pont
koriil 60°-kal forgat negativ iranyban!

c) Irja f6l a C > z +— f(g(z)) transzformaciot! Mi ennek a transzformécionak a
geometriai jelentése?

2. Sorozatok hatarértéke

/NTRER
EES

1. abra.



2.1 Feladat. Az an. Koch-féle hopelyhet a kovetkezSképpen kapjuk: Kkiin-
dulunk egy a > 0 oldalhossztusagt szabélyos haromszoghdl, majd e haromszog
minden oldaldnak kézépss harmadara § oldalhossziisagt szabalyos hdromszoget
szerkesztiink (kifelé). Az igy kapott sikidom minden oldaldnak kézépsé harma-
dara ismét harmadakkora oldalu szabélyos haromszogeket szerkesztiink kifelé,
mint amekkora az Gj sikidom oldala volt, majd ezt az eljarast ismételjiik a vég-
telenségig (lasd az abrat). Hatarozzuk meg a kapott sikidom keriiletét és
teriiletét!

2.2 Feladat. Tekintsiik a

p, — 666 e = (v/n? + 20— n) (1+cos(n))

(2n — 3)%’ 1+ 0.0001n

képlettel definialt sorozatokat. Dontsiik el, hogy létezik-e, és ha igen, szamoljuk
ki a hatarértékiiket majd valaszoljunk a kévetkezs kérdésekre:

a) Igaz-e, hogy véges sok (n,m) partol eltekintve b, < ¢;,?
b) Létezik-e olyan n, hogy b,, < ¢, minden m értékre?

A valaszt mindkét kérdésre preciz érveléssel indokoljuk!

2.3 Feladat.

a) Van-e az a,, = % sorozatnak legkisebb eleme?

b) Van-e a b, = % sorozatnak legkisebb eleme?
Valaszunkat indokoljuk! A legkisebb elemet nem kell megadni!

2.4 Definicié. Az R € (0,4] paraméterhez tartozd Logisztikus leképezésnek
nevezzik az

fr:10,1] — [0,1], x> fr(z) = Rx(l —x)
leképezést.

2.5 Feladat. Vizsgaljuk meg numerikusan a fent definialt fr logisztikus leké-
pezéssel megadott

a € (0,1), an+t1 = fr(an) = Ran(1 — ay)

rekurziv sorozat aszimptotikus viselkedését az R € (0,4] paraméter kiilonbo6zé
értékei mellett!

2.6 Feladat. Hatarozzuk meg a[2] abran lathato végtelen ellenéllaslanc ereds
ellenéllasat az A és B kivezetések kozott!

2.7 Feladat. Igazoljuk, hogy minden valés szamsorozatnak van valos, vagy
+oo torlodéasi pontjal

2.8 Feladat. Létezik-e olyan valos szamsorozat, melynek valos torlodési pontjai

a) az egész szamok;



2. abra.

b) a racionalis szamok;

c) az {1, %, . } halmaz pontjai;

W=

d) az {1,3,5 ... } U{0} halmaz pontjai;

e) egy tetszlegesen megadott Z C R zart halmaz pontjai?

Ha a valaszunk ,jigen”, akkor konstrualjunk is meg egy, a feltételeknek megfelels
sorozatot!

2.9 Feladat. Hatarozzuk meg az w valoés paraméter tetszéleges értékére az
a) ap = {wn}, b) b, = cos(wn)

sorozatok torlodasi pontjait, limesz szuperiorjat és limesz inferiorjat! (Az a)
kérdésben {z} az x szam tortrészét jeloli.)

2.10 Feladat. Minden n € N esetén definidljuk az a,, értékét ugy, hogy az n
index tizes szamrendszerben felirt alakja elé tesziink egy tizedesvesszét, az elé
pedig egy nulla szamjegyet, és az igy kapott szamot a tizes szamrendszerben
értelmezziik. Tehat példaul ag503 = 0,4523 és a9 = 0,100. Mik az a,, sorozat
torlodasi pontjai?

2.11 Feladat. Tetsz6leges r > 0O-ra adjon példat olyan a, — +0, b, — 0
sorozatokra, melyekre
b, M—00

anp,

T.

2.12 Feladat. Tekintsiik a kovetkezd sorozatot:
0O 01 012 0123 012 n—1 0 1

172°2 333 4444 7 e’ 0 n+klUn+170

a) Torlodasi pontja-e a 0 a sorozatnak?

b) Torlodasi pontja-e az 1 a sorozatnak?

¢) Konvergens-e a sorozat?

d) Pontosan mely valos szamok a sorozat torlodasi pontjai?
Vilaszait indokolja is meg]!

2.13 Feladat. Jelolje R az R U {—o0, +00} halmazt!

a) Definidlja egy A C R halmaz torldddsi pontjait!



b) Jelélje Acc A C R az A C R halmaz torlodasi pontjainak halmazat! (Ac-
cumulation point.) Dontse el a kovetkezd allitasokrol, hogy igazak-e vagy
nem! Itéleteit igazolja!

i) VA C R esetén Acc A C A. ii) VA C R esetén A C Acc A.
iii) JACR: A#£Qés AccA=0. v) JACR: |A| =0 és Acc A = ).

3. Fiiggvények hatarértéke, folytonossaga

3.1 Feladat. Jelolje Torl(A) az A C R halmaz torlodasi pontjainak halmazat!
Igaz-e, hogy

a) Torl(A) C A; b) Torl ( Torl(A)) C Torl(A)?
Valaszunkat indokoljuk!

3.2 Feladat. Vizsgaljuk meg tetszSleges = € R pontban hatarérték, folytonos-
sag szempontjabol a

_J1, hazeQ
Xe@) =907 . ER\Q

formulaval definialt Dirichlet-fligguényt!

3.3 Feladat. Vizsgaljuk meg tetszSleges = € R pontban hatarérték, folytonos-
sag szempontjabol a kovetkezs fliggvényeket!

_Jz, hazeqQ Ji haz=2eQ
f($>_{x2, haz e R\ Q g(x)—{(‘i hao:E]l%\Q

, haz=2eQ\{0}

1
g, haz=2¢€Q ) P
h(z) = a =<0, hazeR
(@) {Q heig @ 2z ER\Q
1, haz=0

A fenti formulédkban Q > x = % esetén feltessziik, hogy p egész, q pozitiv egész,
és p, q relativ primek, tehét a g tort nem egyszertisithetd.

3.4 Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezd fiiggvények az adott interval-
lumon egyeneltesen folytonosak-e! Egyenletes folytonossag esetén adjunk meg
minden £ > 0 értékhez egy olyan d(g) > 0 értéket, amelynél kozelebbi pontok
képének tavolsaga kisebb, mint £ az intervallumon! Ha nem &ll fenn egyenletes
folytonosséag, bizonyitsuk be!

) f@) =+, I = (0,0);
0 fa) =+, I =[1,00);
c) g9(z) =V, Iy = [0, 00);
d) g9(x) = Va, I = (0,00);
€) g9(z) =V, Iy = [1,00);
f) h(z) = 22, Iy = [0, 00);
g) h(x) = 22, Is =10,1].
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3.5 Feladat. Egy drotkarikat egyes pontokban felmelegitiink, més pontokban
lehttiink, igy a karika h&mérséklete a drot mentén folytonosan véltozik. Igaz-
e, hogy minden esetben talalhaté két 4tmér6é mentén atellenes pont a karikan,
amelyekben a drot hémérséklete azonos? Allitasat bizonyitsa be!

4. Differencialas

4.1 Feladat. Hany érint6t lehet hizni a (3,4) koordinétaja pontbol az y = z—1
képlettel megadott gorbéhez? Hatarozzuk meg az érintési pontok koordinatait!

4.2 Feladat. A sik egy pontjabol érintéket hiizunk az y = 22 parabolahoz. Az
érintési pontok: (1,1) és (3,9). Hatarozzuk meg a kérdéses pont koordinatait!

4.3 Feladat. A (0,3) pontbol érintét hizunk az y = x* — 622 gérbe > 0
tartomanyba esd részéhez. Hatarozzuk meg az érintési pont koordinatait!

4.4 Feladat. Az y® — 23 + 3y — 2 = 1 gorbéhez érintét hizunk a (0,0) pontbol.
Mutassuk meg: az érintési pont rajta lesz az 6y — 2x = 3 egyenesen.

4.5 Feladat. Igazoljuk analitikusan, hogy a forgasparaboloid alaka tiikor a
tengelyével parhuzamosan érkezd fénysugarakat egy pontban fokuszaljal Adjuk
meg a fokuszpont koordinatait, ha a tiikor egy sikmetszetét az y = pa? parabola
definialja (p > 0)!

4.6 Feladat. Idealis gazzal olyan folyamatot végziink, amelynek grafikonja a
p — V (nyomas—térfogat) sikon egyenes, melynek vizszintes illetve fliggsleges
tengelymetszete Vp > 0 és pg > 0. A folyamat soran melyik (Vi,p;) pont-
ban maximaélis a gaz hmérséklete? A folyamat soran melyik (Va,ps) pontban
maximalis a géz entropiaja?

Az idealis gaz allapotegyenlete pV = nRT, ahol n a moélszam, R az uni-
verzalis gazallando, és T a gaz (abszolut) hémérseklete. A gaz entropidja a
pV"™ = konstans egyenlett adiabatdk mentén allandé. Itt egyatomos gaz esetén

5 7

3, mig kétatomos gaz esetén r = ¢.

R = 5

4.7 Feladat. Az idealis gaz allapotegyenleténél pontosabban irja le valodi gazok
viselkedését a

V2
van der Waals éllapotegyenlet, ahol p, V, T, n rendre a giz nyomasat, térfo-
gatat, hémérsékletét és molszamat jeloli, R az univerzalis gazéllando, b > 0 a
gazrészecskék térfogataval kapcsolatos konstans, a > 0 pedig a gazrészecskék
kozti vonzod kolcsonhatassal kapcsolatos konstans. A van der Waals egyenlet
szamot ad a folyadék-gaz fazisatalakulasrol is; ezzel kapcsolatos, hogy alacsony
hémérsékleten az izotermak egyes szakaszai instabilak, pozitiv meredekségtiek
a p — V sikon.

(p+ ”QG) (V — nb) = nRT

a) Vazoljuk a van der Waals gaz izotermait kiilonb6z8 hémérsékletek mellett a
p — V sikon!



b) Hatéarozzuk meg azt a T, kritikus hémérsékletet, amely alatt az izotermakban
fellépnek pozitiv meredekségii, instabil szakaszok a p — V' sikon!

¢) Hatéarozzuk meg a kritikus izotermanak azt a p., V. pontjat, amelyben az
izoterma érintGje vizszintes a p — V' sikon!

(A T, p., V. paraméterek adjak meg a gaz kritikus pontjdt.)

4.8 Feladat. Szamologép segitsége nélkiil dontsiik el, mi a nagyobb: e~ 1sin ( %)
vagy e~ % sin (%)7

4.9 Feladat. Legyen f(x) = cos(z) + 2 és a, b két (kiilonb6zs) 3 és 4 kozotti
szam! Eldénthets-e ennyi informéciobol, mi a nagyobb (és ha igen, mi a valasz):
f(a) eés f(b) mértani kozepe, vagy f értéke a és b szamtani kozepéneél? (Te-
hat \/f(a)f(b) és f (GT“’) kozott kell eldonteni a nagysagi viszonyt.) Segitség:
haszndljunk logaritmust!

4.10 Feladat. Négyzet alapteriiletd ladat készitiink. A lada folil nyitott lesz
(tehat csak 5 oldalfalat kell késziteni). Azt szeretnék, hogy a lada térfogata
minél nagyobb legyen; viszont csak 2 négyzetméterre elég feliiletkezel$ anyag all
a rendelkezésiinkre (és a lada minden falat kiviil-beliil le akarjuk kezelni). Mik
a lada optimaélis méretei?

4.11 Feladat. Egy R sugaru gémbbe egyenes korhengereket irunk. Adjuk meg
a maximalis térfogati korhenger h magassagat (R aranyaban)!

4.12 Feladat. Egy 3dm x 4 dm-es téglalap alaki lemez mindegyik sarkabol le-
vagunk egy-egy ugyanakkora négyzetet, majd a maradék lemez oldalan felhajt-
juk a téglalapokat ugy, hogy egy felil nyitott, téglatest alaka tartalyt tudjunk
hegeszteni belsle. Mekkora négyzeteket kell kivagnunk kezdetben, hogy az elké-
sziilt tartaly a lehetd legnagyobb térfogatu legyen? Adjuk meg ezt a maximalis
térfogatot!

4.13 Feladat. Hatarozzuk meg az a, =
legnagyobb elemét!

#2100 képlettel megadott sorozat

4.14 Feladat. Az egyik éjszaka, kissé emelkedett hangulatban eldontjiik, hogy
legjobb lesz egy kis terecske kovére végigheverni, és onnan folfele baAmulni. Hova
fekiidjiink, ha azt akarjuk, hogy fejlinket keletrsl nyugatra forgatva a leheté
legnagyobb szogben az eget lassuk? (Illetve hova, ha a lehet legkisebb szogben
akarjuk ugyanezt?) A tér keleti oldalan a hazak 10, a nyugati oldalan a hazak
20 méter magasak; a tér kelet-nyugat iranyban 70 méter széles.

4.15 Feladat. Egy trapéz abra szerinti harom oldalhosszat ismerjiik, de az
alaplapjaét nem:




Legfoljebb mekkora lehet a trapéz teriilete?

4.16 Feladat.
Honnan (az alapvonaltol mekkora = ta-

volsagrol) kell kapura 16nie a labdara- /_\
gépalya szélén 1évs jatékosnak, hogy a
kapu eltaldldsa a legkdnnyebb legyen,
vagyis ahonnan legnagyobb szogben lat-
ja a golvonalat? A golvonal szélessége a,

L]
x=?

tavolsaga az oldalvonaltol b. . a | b

4.17 Feladat. Egy j6 magas, fligg6leges varfalon, a foldtsl vett 8 méter ma-
gassagban 1 méter széles pallo fut korbe. Ugy akarunk a foldrél egyenes létrat
tamasztani a varfalnak, hogy az a palld széléhez és a varfalnak a palld f6lé es6
részéhez is tdmaszkodjon. Legaldbb milyen hosszi 1étra kell ehhez?

4.18 Feladat. Van két (kiilonboz6) 3-nal nagyobb szamunk. Eldénthets-e
ennyi informéciobol, hogy mi a nagyobb (és ha igen, mi a valasz): a két szam
logaritmus-négyzetének atlaga, vagy az atlaguk logaritmusanak négyzete? (Lo-
garitmus alatt itt az e-alapu logaritmust értjiik.)

4.19 Feladat.

lim sin(z)@@ =2
T 5 —

Segitség: gondolkozzunk el, hogyan lehetne itt a L’Hopital-szabdlyt haszndlni!

4.20 Feladat. Szamologép segitsége nélkiil, az f(z) = x — eln(z) képlettel
definialt f figgvény tanulményozasaval mutassuk meg, hogy

e > 3.
Segitd kérdés: mennyi f(e) értéke és mi f' eldjele az (e, 00) tartomdnyon?
4.21 Feladat. Igazolja, hogy a
p(x) =1 — 22" + 3224 — 423° 4 520

polinomnak legfeljebb 4 valos gyoke van!
Segitség: Ha egy q(x) valds polinomnak n gydke van, akkor ¢'-nek legaldbb
hdny eldjelvdltasa van? Ezt alkalmazzuk t6bbszor!

4.22 Feladat. Legyen f : R — R egy mindenitt differencialhato fliggvény!
Igazolja, hogy ha
lim f'(z) = oo,

T—00

akkor f nem egyenletesen folytonos a [0, 00) halmazon!

4.23 Feladat. Igazolja, hogy paratlan fiiggvény derivaltja paros, paros fligg-
vény derivaltja paratlan. Mit mondthatunk ez alapjan a paros, illetve paratlan
fliggvények monotonitasarol, illetve konvexitasarol?



4.24 Feladat. Igaz-e, hogy minden derivalhato fliggvény derivaltja folytonos?
Valasza indoklasahoz szamolja ki az

0, haz =0

f) = IQSin(é), hax #0

fliggvény derivaltjat!

5. Integralas

5.1 Definicié. Az A C R halmaz Riemann-értelemben nullmértékd, ha tetszo-
leges € > 0 esetén megadhato véges sok intervallum dgy, hogy az intervallumok
egyitt lefedik A-t, és 6sszhosszuk kisebb, mint e.

Az A C R halmaz Lebesque-értelemben nullmértéki, ha tetszéleges € > 0
esetén megadhato (véges vagy) megszamlalhatoan végtelen sok intervallum tgy,
hogy az intervallumok egyiitt lefedik A-t, és Gsszhosszuk kisebb, mint e.

5.2 Feladat. Riemann-értelemben illetve Lebesgue-értelemben nullmértéktiek-
e a kovetkezs halmazok?

a) Racionalis szamok,

)
b) a [0,1] intervallumban lev irracionalis szamok,
)

¢) a Cantor-halmaz,

d) a Cantor-halmaz komplementere a [0, 1] intervallumon.

A Cantor-halmazt ugy kapjuk, hogy a Cy = [0, 1] zart egység intervallumbol el-
hagyjuk a kozépss nyilt harmadot, majd az igy kapott C; = [0, $]U[2, 1] halmaz
mindkét zart intervalluméabol Gjra elhagyjuk a kézépss nyilt harmadot, majd az
igy kapott Co = [0, 2]U[2, $]U[2, 7]U[2, 1] halmaz mind a négy intervallumabol
megint elhagyjuk a kézéps6 nyilt harmadokat, és ezt igy folytatjuk vég nélkiil.
A C Cantor-halmaz a végtelen sok elhagyas utan megmaradt ,,por’™:

C=)Cn

neN
5.3 Feladat. Hatarozzuk meg az
s
/ cgs(x) &
ot +1
integral értékét!

Segitség: ne a font szerepld integranduszhoz prébdaljunk primitiv fliggvényt
keresni, hanem wvalahogy inkdbb haszndljuk ki, hogy az integrdldsi tartomdny
szimmetrikus o nulldra!
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