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Altalanos informaciok

e Az irasbeli vizsga egy tesztbdl és egy kifejtds kérdéssorbol all. A kifejtds
rész x-gal jelolt feladatainak tematikdja a targy végén levs anyagrész, amely
az adott féléves zarthelyiken nem (vagy csak részben) keriilt szamonkérésre.
(Tobbvaltozos integralas, Fourier-sorok, Fourier-transzformécio.) Ebben a
részben kiilon el kell érni a feladatsoron meghatarozott pontszamot
(30-40%-ot) az elégséges jegyhez.

e Az irasbeli vizsgan csak a jegyzetben talalhato derivalttablazat vagy azzal
azonos informéciotartalma tablazat hasznalhatd, méas segédeszkoz (pl. szé-
mologép) nem.

e Alapértelmezésként minden, a tananyagban elGfordulé definiciot és allitast
ismerni kell a vizsgan. Ezen kiviil bizonyos tételek bizonyitasat is tudni
kell ismertetni. Ezt pontositja az alabbi tételsor. A bizonyitassal egyiitt
szamonkért tételeket, allitasokat vastag szedéssel jeloljiik.

Tételek

1. Differencidalegyenletek (d.e.) bevezetése, els6rendii d.e.-ek

Differencidlegyenlet fogalma, osztélyozasuk. Megoldas, altalanos megoldas, parti-
kularis megoldas, kezdetiérték-feladat. Szétvalaszthato valtozoja d.e.-ek megolda-
sa. Els6rendt linearis d.e.-ek. Az els6rendti homogén linearis d.e.-ek meg-
oldasai egydimenzios vektorteret alkotnak. Elsérendii inhomogén linearis
d.e. altalanos megoldasanak alakja (két inhomogén megoldas kiilénbsé-
ge megoldasa a megfeleld homogén egyenletnek). Az allando varialasanak
modszere. Uj valtozé bevezetése (spec.: u = y/x és u = ax + by). Vonalelem,
irAnymez6, izoklina. Partikularis megoldas lokilis vizsgéilata a d.e.-hez tartozo
irdanymezében, az izoklindk modszere.

2. Magasabbrendii linearis d.e.-ek

Linearis d.e. fogalma. (Allando/fiiggvény-egyiitthatés, homogén /inhomogén.) Az
n-edrendd homogén linearis differencidlegyenlet megoldasai n-dimenzios
vektorteret alkotnak. Az n-edrendii homogén linearis, konstans egyiitt-
hatés differencidlegyenletnek létezik ¢’* alakt megoldasa. Karakteriszti-
kus polinom. Az altalanos megoldés alakja. Wronski-determinans. A homogén
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egyenlet megoldéasai linedris fliggetlenségének eldontése a Wronski-determinans se-
gitségével.

Az n-edrendid inhomogén linearis differencialegyenlet altalanos megoldasanak
alakja. Két inhomogén megoldas kiilonbsége megoldasa a megfelel6 ho-
mogén egyenletnek. Az n-edrendid inhomogén linearis d.e. partikularis megol-
désanak keresése specidlis jobb oldali zavaro fliggvény esetén probafiiggvénnyel.

3. Linearis rekurzid

Linearis rekurzi6 fogalma, alakja. A k-adrendd linearis rekurzi6éval generalt
sorozatok k-dimenzios vektorteret alkotnak. A ¢" mértani sorozat teljesiti a
rekurziot (karakterisztikus-egyenlet). Bazis megadésa egy adott linearis rekurziot
kielégité sorozatok terében. A sorozat els§ k eleme egyértelmtien meghatarozza
a sorozatot. A Fibonacci-sorozat és annak explicit alakja (a rekurzio feloldésa).
Fibonacci-tipusa sorozatok.

4. Numerikus sorok

Numerikus sor fogalma. Konvergencia, divergencia, numerikus sor Osszege. A
harmonikus sor divergens. Végtelen mértani sor Osszege. Sorok Ossze-
ge és konstansszorosa. Cauchy-kritérium, mint a sorok konvergencidjanak sziik-
séges és elégséges feltétele. A konvergencia sziikséges feltétele (a; — 0).
Leibniz-kritérium valtakozo elGjeli sorokra, hibabecslés. Abszolit konvergencia
és kapcsolata a konvergenciaval. Konvergencia-kritériumok pozitiv tagi so-
rokra: majorans- és minorans kritériumok, hanyados- és gyokkritérium,
ezek hatarértékes alakja, integral-kritérium. A > 7, k% sor konvergenciajanak
feltétele.

5. Fiiggvénysorozatok, fliiggvénysorok

Fiiggvénysorozat fogalma, konvergencia-tartoménya. Fiiggvénysor fogalma, konvergencia-
tartomanya.

6. Hatvanysorok

Hatvanysor fogalma, konvergencidja. Egy adott pontban konvergens ill. di-
vergens hatvinysor tulajdonsagai. Konvergencia-tartomany fogalma, alakja.
Konvergencia-sugar. Konvergencia-sugar meghatarozasa hanyados- és gyokkrité-
riummal. Hatvanysor abszolit és egyenletes konvergencidja. Hatvany-
sor Osszegfiiggvényének folytonossaga. Hatvanysor Osszegfoggvényének integralja.
Hatvanysor tagonkénti derivaldsaval nyert sor konvergencia-sugara. Hatvanysor
Osszegfiiggvényének derivalhatosaga, a derivalt hatvanysora.

Egy fiiggvényt az xy pontban n-ed rendben érintd, legfeljebb n-ed fokt polinom
egyertelmiisége (Taylor-polinom). Taylor-sor fogalma. Lagrange-féle maradéktag
alakja. Elégséges feltétel arra, hogy egy fiiggvény Taylor-sora megegyez-
zen a fliggvénnyel. A hatvanysor alak egyértelmiisége. A geometriai sorbol le-
vezethet§ Taylor-sorok. Az In(1 + z), arctan x fiiggvények megegyeznek a Taylor-
soraikkal a (—1,1)-en. Az e”, sinz, cosz, shz és a chz fiiggvény megegyezik
a Taylor-soraval (—oo,00)-en. Binomialis sor, Osszegfiiggvénye és konvergencia-
sugara. Az f(z) = arcsinz fiiggvény megegyezik a Taylor-soraval a (—1,1)-on.



Alkalmazasok: fliggvényérték kozelits értékének szamolédsa, a hiba becslése, hatar-
érték meghatarozasa.

7. Tobbvaltozos fiiggvények hatarértéke és derivalasa

Tobbvaltozos fliiggvények értelmezése, grafikon, szemléltetésiik. Tavolsag, kornye-
zet fogalma; bels6-, kiils-, hatarpont, torlodasi pont, zart és nyilt halmazok, kom-
pakt halmaz, korlatos halmaz. Pontsorozat és konvergenciaja.

To6bbvaltozos fiiggvények hatarértéke és folytonossaga. Ezek atviteli-elves meg-
fogalmazasa. Miiveletek és a folytonossag kapcsolata, dsszetett fiiggvény folyto-
nossaga. Parcialis derivalt fogalma. A totélis derivalt, gradiensvektor. A totalis
derivalt 1étezésének sziikséges feltételei. Egy elégséges feltétel.

8. A derivalas alkalmazasai

Totalisan derivalhato fiiggvény érintGsikja, teljes differencialja, irAnymenti deri-
valt és kiszamitasa. Gradiensvektor tulajdonsagai. Melyik iranyban legnagyobb
ill. legkisebb az iranymenti derivalt és mekkora? Magasabbrendi parcidlis derival-
tak. Young-tétel. Lokalis szélsGérték definicioja, szilikséges feltétele parcialisan
derivalhaté fiiggvény esetén. A lokalis szélsGérték elégséges feltétele kétvalto-
z6s fiiggvényekre, Hesse-matrix. Abszolut szélsGérték fogalma, meghatarozasa,
Weierstrass-tétel. Osszetett fiiggvény derivalasa.

9. T6bbvaltozdés fliggvények integralasa

Integralas téglalapon. Az integral értelmezése. Kiszamitédsa a Fubini-tétellel.
Elégséges feltétel az integral létezésére. Fubini-tétel specidlis esete f(x,y) =
g(x)h(y) alaku fiiggvényekre. Az integral értelmezése tetszGleges korlatos halma-
zon. Normaltartomanyok és az integral kiszamitasa normaltartomanyon. Kettss-
integral transzformaci6ja. Sikbeli polar koordinatarendszer, és Jacobi-determi-
nansa. Harmasintegral kiszamitasa téglatesten, normaltartoményon és helyette-
sitéssel (gombi ill. hengerkoordinatak, és Jacobi-determinansuk).

10. Fourier-sor és Fourier-transzformacio

A trigonometrikus rendszer ortogonalitasa, linearis fiiggetlensége, teljessége. A
Fourier-egyiitthatok kiszamitésa. Osszeg, konstansszoros Fourier-sora. Paros és
paratlan fiiggvény Fourier-sora. Dirichlet-tétel (Fourier-sor pontonkénti konver-
gencidja.)

Fiiggvények Fourier-transzforméaltja. A Fourier-transzforméalt tulajdonsagai.
Miiveleti szabalyok (linearitas, dilatacio, eltolas, modulacié, differencia-
las. Konvoltcié, kommutativitasa. Konvolicié Fourier-transzformaltja.



