Analizis 2. I. poétzarthelyi 2025. majus 8.
Mérnokinformatikus BSc. [ varians Megoldasok

1. feladat (18 pont)
Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

x
Y3 + 2293

/

y = (y #0)

Mo. Szeparalhato differencidlegyenlet, a tanult modszerrel:

dy T 3 / T
7 — d = —_— d 4 .
de  y? 4 22y3 — /y Y T+a2 " (4p)
Az egyenlGség bal oldala:
4
/y3 dy = yZ + (Cl S R) (5p)

Az egyenlGség jobb oldala:

T (2p) 1 2z 1 9
de =" dz = - 1In(1 R 5p).
/1+x2 ! 2/1+x2 v=gh+a)+C (GER) (5p)

Tehat a megoldas (implicit alakban):

y4iw):%1n(1+x2)+c (CeR) (2p).

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az
’ 2zy

Y~ ot = (L+a?)etg(e) (@ #0,y#0)

differencidlegyenletet.

Mo. Inhomogén lineéris egyenlet, a hozza tartoz6 homogén egyenlet:

2xy(z)
14 22

y' () =0 = ypa(z)=C(l+2*) (CeR,zcR\{0}) (8p).
(Megoldva szeparalhatoként, vagy a megoldas altalanos alakjanak ismeretébdl.)

Az inhomogén egyenlet megoldasa: keressiik a megoldast y(z) = c(z)(1 + 2?) alakban (ahol ¢ egy
R — R differencialhato fiiggvény) (1p) .

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

d(2)(1 4 2%) + 2zc(z) — 2zc(z) = (1 + 2%) ctg(z) (2p).
——
y'(x) Zeng)

Ebbdl pedig ¢/ (z) = ctg(z).

/ ctg(z) dz P / ijg)) dz = In|sin(z)|+ D (D€R) (3p),

tehat a D = 0 valasztéssal ¢(x) := In|sin(z)|, igy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldésa:
yip(z) = (L +2%)c(z) = (1 +2%) In|sin(z)| (2p).

Amibdl az altalanos megoldas:

via@) 2 (@) + yna(@) B (14 2?) In|sin(z)] + C(1+22) (C R, zeR\{0}).



3. feladat (22 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet &ltalanos megoldasat.

y”+2y'+y:x+e_x

Mo. Masodrendi, linearis, allando egyiitthatos, inhomogén egyenlet. A homogén egyenlethez tartozo
karakterisztikus egyenlet:
M42X+1=0 (2p),

gyokei: A2 =—1 (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldésa:
Yna(z) = Cre™® + Coze™ (z €R, C1,C2 € R)  (4p).

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat keressiik y(z) = Az + B + C2%e™® (z € R,
A, B,C € R) alakban (rezonancia) (4p) . Derivalva kétszer (2p) :

y(r) = Az + B + Cx?e™™ |-1
Y (z) = A+ (—C2® +2Cx)e™™ |-2
y'(z) = (Ca? — 4Cx + 2C)e™" |-1
Behelyettesitve a differencialegyenletbe (1p) :
1
Az +2A+B+2Ce* =z +e* = A:LB:—2,C:§ (3p),

tehéat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:

2
vip@) =z -2+ ¢ (@eR) (2p).

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

Yia(T) = Yip(T) + Ynalz) =
2

—r—24 %ew FCre® + Coze® (z€R, 01,0 €R) (2p).

4. feladat (747+8=22 pont)
Konvergensek-e az aldbbi sorok?

o 1 1\" 2
a) DLty b) Z<3+n> )2 V' T

neN

Mo. a) Legyen a, := {/1+ % Minden n € N esetén a,, > 1 (4p) , kovetkezésképpen az (an)nen+

sorozat nem tart 0-hoz (2p) , ezért a ). a, sor divergens (1p) .
neNt
b) Legyen b, == (2 + )" (neNT).

n

(1p) 1 1l psoo 1
Von B S 22 o (2p),
3+n@T;3 (2p)

tehat a gyokkritérium alapjan > b, konvergens (2p) .
neN

c¢) Legyen ¢, := (—1)”% (n e Nt).

Ekkor ) ¢, alternal (1p) lim |¢y] =0 (1p) , és (|cn|)nen montonon csokkend, hiszen egy
pozitiv tag, monoton névs sorozat reciproka (4p) , tehéat a Leibniz-kritérium szerint a »_ ¢, sor

neN
konvergens (2p) .



5. feladat (6+12=18 pont)
a) Mit mond ki az integralkritérium?
b) Konvergens-e a

>
nehnso 3n+nln(n)
numerikus sor?

Mo. a) Legyen f : [1,4+00[— R4 monoton csokkend fiiggvény (2p) . Ekkor

Y fn) <too @ / f(x)dz < +o0.  (4p)
n=1 1
b) Legyen

1
f(z):= 2B+ @) (x>2) (2p).

Ekkor f nemnegativ, monoton csékkend (2p) .

b

o0 1
(2p) .. T (3p)
de'="1 —2 _—dx =
/ f(@)de oo | 3+ In(x) v
2 2

lim [In(3 + In(z))]2_, ‘&’
b—o0

= Jlim (In(3 + (b)) — In(3 + In(2))) e

=" +oo
— 00

tehat az integralkritérium alapjan Y. f(n) divergens (1p) .

neN, n>2

6. feladat (plusz 10 pontért)
Legyen f: Ry — R, monoton cstkkend fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha

1i111 v/ f(z) €]0,1], akkor
—+00

+oo

[ flz)dz < +o00

0

Mo. A feladat feltétele, az atviteli elv (1p) és a gyokkritérium (1p) alapjan a Y f(n) numerikus

neN
sor konvergens (3p) , Az f fliggvény monoton csdkkend és nemnegativ értékd (1p) , tehat az

+oo
integralkritérium (2p) szerint | f(z)dz < +oo (2p) .
0




