Analizis 2. VIZSGA 2024. janius 4.
Meérnokinformatikus BSc. « varians Munkaidé: 90 perc

* 1. feladat (15 pont)

Integraljuk az f(x,y, 2) : ((z,y) € R\ {(0,0)}, z € R) fiiggvényt a

T 2212
H:={(x,y,2) eR*|1<a® +¢? +2° <4,2>0,y>0,2 <0}
halmazon.

* 2. feladat (6+6-+5=17 pont)
Legyen f az a 27 szerint periodikus fiiggvény, amelyre

fz) =

x+7m ,hazxe[-m0]
x  ,haze|0,n].

e 0.

b) Jeldlje ® az f fiiggvény Fourier-sordnak Osszegfiiggvényét. Adjuk meg a ®(0) és ®(—7) értékeket, és
rajzoljuk fel ® grafikonjat.
¢) Szamitsuk ki az a3(f) Fourier-egylitthatot.

3. feladat (6+12=18 pont)
Mondjuk ki és bizonyitsuk be az irdnymenti derivaltak kiszamitésarol szolo tételt.

4. feladat (plusz 10 pontért)
Bizonyitsuk be, hogy ha f : R — RT folytonos fiiggvény és a < b valés szamok, akkor

/bf(x)dx-/bf(lx)dxz (b—a)2.

(Segitség: Szorozzuk a fenti egyenldtlenséget 2-vel, a bal oldalt alakitsuk dt kettds integrdlld kétféleléppen,
majd dsszevonds utdn becsiljink alulrol.)

A *-gal jelolt feladatokbol legalabb 11 pontot el kell érni az elégségeshez.



2024.06.04. .
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

a!,,@D

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

cimke névvel, Neptun koddal

lim sin(xy) o
(@y)—=(0.0)  |zy]

D 0; D 1; D —1; D nem létezik; D més valasz.

Az y"(2)—2y'(x)+y(x) = e~ * differencialegyenlet megoldasakor a probafiiggvényt y(z) = ... (z € R, A € R)
alakban keressiik.

D Ae®; D Ae~7: D Aze®; D Az2e”; D Az2e7, D mas valasz.

Tudjuk, hogy a > a,(x + 2)™ hatvanysor z = 1 esetén konvergens. Ekkor 2 = —3 esetén a hatvanysor
neN

[ as (an)nen egylitthato-sorozat valasztasatol fiiggetleniil konvergens;

D az (ap)nen egylitthato-sorozat valasztasatol fliggden lehet konvergens és divergens;

D az (an)nen egyiitthato-sorozat valasztéasatol fiiggetlentil divergens.

n+1 n
> 2"+ 3 o

=0 22n+1

D 0; D 1; I:] 4, D +00; D mas vélasz.

Minden allitasrol dontse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

Legyenek (an)nen €s (bn)nen olyan szamsorozatok amelyekre teljesiil, hogy a > b, sor konvergens, és
neN
létezik olyan N € N, hogy minden n € N és n > N esetén |a,| < b,. Ekkor:

a) > a, konvergens D I; D H;

neN

b) lim a, =0 D I;D H;
n—oo

¢) > by, abszolat konvergens. D I; D H;
neN

Legyen f : R? — R, (azaz R? minden pontjaban értelmezve van, és nemnegativ értéki) folytonos
fiiggvény, amelyre f(0,0) = 0 teljesiil.

a) Az f fuggvénynek lokalis szélsGértéke van az origoban. D I D H;

b) lim  f(x,y) =0. D I; D H;
(z,9)—(0,0)

c) f-nek létezik maximuma az {(z,y) € R? | 2% + y? < 1} halmazon. [] I [] H;

x

d) b}bff(x,y)dydmzzojf(x,y)dxdy. [] I;D H;

Az ¢/ (x) = sh(z)(y(z) — 1) differencislegyenlet

els6rend D I D H;

homogén lineéris D I; D H;

szeparalhato D I; D H;
LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0
=

2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:
-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



Analizis 2. VIZSGA 2024. janius 4.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldasok

* 1. feladat (15 pont)

Integraljuk az f(x,y,z) := ((z,y) € R\ {(0,0)}, z € R) fiiggvényt a

2 4+ 12
H:={(2,y,2) eR* |1 <a® +3° + 2 <4,2>0,y >0,z <0}

halmazon.

Mo. Gémbi koordinatakkal (2p) (H = S([1,2] x [§,7] x [0, Z])):

/f(gg)/z/ﬂjf(rcos(go) sin(#), r sin(¢) sin(@), 7 cos(h)) - v sin(8) dp df dr )
i 1z

S|

2 7

:///TCOS sin ) -2 sin(f) dp dd dr p)/// rcos(p) dp df dr ()
7 sin? R
3
[rar frmorac2
0

=

r21% 5 (2p)3m
5| i, @

w\a
bl 3

* 2. feladat (6+6+5=17 pont)
Legyen f az a 27 szerint periodikus fiiggvény, amelyre

fz) =

z+7m ,haze|[-m0
x  ,haxzel0,n|.

b) Jelolje ® az f fiiggvény Fourier-soranak osszegfiiggvényét. Adjuk meg a <I>(O) és @(—g) értékeket, és
rajzoljuk fel ® grafikonjat.
¢) Szamitsuk ki az a3(f) Fourier-egylitthatot.

Mo. a) Legyen f : R — R 27 szerint periodikus fiiggvény, és tegyiik fel, hogy [—m, 7] felbonthato gy
véges sok részintervallumra, hogy ezek belsején f monoton és korlatos (2p) . Ekkor f Fourier-sora
minden z € R pontban konvergens (2p) , és

(@(f) (@) = LEZOTTEED (o)

b) Az f fiiggvényre teljesiilnek a Dirichlet-tétel feltételei (1p) , ezért

W0EUTL e() ()]
+ rajz (3p) .
c)
a3(f)(2=p)fl3 (f - g) (1:p)l / (f(w) - g) cos(3z) dx(lzp)o

s
-7

ahol az utols6 egyenlGség azért teljesiil, mert az integrandus véges sok pont kivételével paratlan
(1p) .




Analizis 2. VIZSGA 2024. janius 4.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldasok

3. feladat (6+12=18 pont)
Mondjuk ki és bizonyitsuk be az irdnymenti derivaltak kiszamitasarol szolo tételt.

Mo. Tétel: Ha az f : R™ — R fiiggvény (totalisan) differencialhaté az g € int(Dom(f)) pontban (2p) ,
akkor minden e € R™ és |le|| = 1 esetén f az e irdny mentén derivalhato az a pontban (2p) , és

D, f(a) = (gradf(a),e) (2p)

Bizonyitds. Legyen f : R™ — R olyan fiiggvény, amely (totalisan) differencialhato az a € int(Dom(f))
pontban, valamint legyen e € R™, amelyre |le]| = 1 teljesiil, illetve € > 0 tetszdleges (1p) . Ekkor az
f figgvény a pontbeli totalis differencialhatosagabol adoddan létezik olyan ¢ > 0, hogy ||z —al| < §

és x # a esetén
f(z) — fla) — (gradf(a), z — a)
lz — al

<e. (4p)

Legyen 0 < t < §. Az el6bbi egyenlStlenség z := a+t.c esetén is teljesiil, hiszen ||a+t.e—all = |t < 4,
tehat

fla+te)— fla) — (gradf(a),t.e)
t

_ ‘f(aﬂ.e)—f(a)

; — (gradf(a),e)| <e. (4p)

Ez pedig a pontbeli hatarérték és az iranymenti derivalt definicioja alapjan azt jelenti, hogy

Def(a) = tim LETTD =@ _oir(a). ). (3p)

t—0+ t

(Alternativ bizonyitas: atviteli elv segitségével...)

4. feladat (plusz 10 pontért)
Bizonyitsuk be, hogy ha f : R — R™ folytonos fiiggvény és a < b valés szamok, akkor

/bf(x)dx'/bf(lx)de(b—a)Q.

(Segitség: Szorozzuk a fenti egyenldtlenséget 2-vel, a bal oldalt alakitsuk dt kettds integrdlld kétféleléppen,
majd dsszevonds utdn becsiljink alulrdl.)

Mo. Legyenek a,b € R, a < b és f : R — R folytonos fiiggvény. Ekkor a Fubini-tétel és a Riemann-
integral monotinitasa alapjan

/ dx/bf(lx?’_ /bf§ //fidd(3p)[ }/{}%+%d(x7y)<z>p>
a,b) X [ab
/

Yo — )2,
[a,b] X [a,b]

amibsl mar adodik a feladat allitasa.




2024.06.04. .
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

a!,,@D

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

cimke névvel, Neptun koddal

lim sin(xy) o
(@y)—=(0.0)  |zy]

D 0; D 1; D —1; il nem létezik; D mas vélasz.

Az y"(2)—2y'(x)+y(x) = e~ * differencialegyenlet megoldasakor a probafiiggvényt y(z) = ... (z € R, A € R)
alakban keressiik.

D Ae®; ! Ae~7: D Aze®; D Az2e”; D Az2e7, D mas valasz.

Tudjuk, hogy a > a,(x + 2)™ hatvanysor z = 1 esetén konvergens. Ekkor 2 = —3 esetén a hatvanysor
neN

H . (an)nen egylitthato-sorozat valasztasatol fiiggetleniil konvergens;

D az (ap)nen egylitthato-sorozat valasztasatol fliggden lehet konvergens és divergens;

D az (an)nen egyiitthato-sorozat valasztéasatol fiiggetlentil divergens.

n+1 n
> 2"+ 3 o

=0 22n+1

D 0; D 1; . 4, D +00; D mas vélasz.

Minden allitasrol dontse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

Legyenek (an)nen €s (bn)nen olyan szamsorozatok amelyekre teljesiil, hogy a > b, sor konvergens, és
neN
létezik olyan N € N, hogy minden n € N és n > N esetén |a,| < b,. Ekkor:

a) > a, konvergens 1 I; D H;

neN

b) lim a, =0 .l I;D H;
n—oo

¢) > by, abszolat konvergens. 1 I; D H;
neN

Legyen f : R? — R, (azaz R? minden pontjaban értelmezve van, és nemnegativ értéki) folytonos
fiiggvény, amelyre f(0,0) = 0 teljesiil.

a) Az f fuggvénynek lokalis szélsGértéke van az origoban. .l I D H;

b) lim  f(x,y) =0. .l I; D H;
(z,9)—(0,0)

c) f-nek létezik maximuma az {(z,y) € R? | 2% + y? < 1} halmazon. | I [] H;

x

d) L()}()ff(x,y)dydxzOfojf(x,y)dxdy. L] I;! H;

Az ¢/ (x) = sh(z)(y(z) — 1) differencislegyenlet

els6rend 1 I D H;

homogén lineéris D I; ! H;

szeparalhato ! I; D H;
LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0
m

2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:
-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



Analizis 2. VIZSGA 2024. janius 11.
Meérnokinformatikus BSc. « varians Munkaidé: 90 perc

* 1. feladat (12+12=24 pont)
Szamitsuk ki az [ f integral értékét, ahol
H

a)
fla,y) =22  ((x,y) €R?),
H pedig az els§ siknegyed (z > 0, y > 0) azon korlatos részhalmaza, amelyet koordinatatengelyek és
az y° = 1 — x egyenletii parabola hatarolnak;
b)

flay) =@ +y*):  ((z.y) €R?),
H:={(z,y) e R* |2 +4° < 1,0 <y < V3z}.

* 2. feladat (10 pont)
Legyen f: R — R abszolut integralhato fiiggvény. Fejezziik ki az

F(z— f(2z+1))
Fourier-transzformaltat az f fiiggvény Fourier-transzformaéltja segitségével.

3. feladat (6+10=16 pont)

tételt.

4. feladat (plusz 10 pontért)

Legyen
23y )
fl@y) =< 24442 , ha (z,y) € R*\ {(0,0)}
0, ha(z,y9)=1(0,0).

Folytonos-e az f fliggvény? (Tandcs: polarkoordinaték helyett inkabb probaljunk tigyesen feliilrsl becsiil-
ni.)

A *-gal jelolt feladatokbol legalabb 11 pontot el kell érni az elégségeshez.



2024.06.11.
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

a!,,@D

cimke névvel, Neptun koddal

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

lim sin(xy) o
(@,9)=(0,0) |yl

D 0; D 1; D —1; D nem létezik; D mas vélasz.

Azon legalacsonyabbrendi, linearis, allando egyiitthatos, homogén differencialegyenlet rendje, amelynek
megoldasa az y(x) := sin(2z) + z*e® (z € R) fiiggvény:

D 3; D 4; D 5; D 6; D 7; D mas vélasz.

Legyen f(z,y) :== /22 +y2 ((v,y) € R?), és jelolje D az origd kdzépponti 2 sugart zart kérlapot.

D Az f fiiggvénynek létezik maximuma és mi- D Az f fiiggvénynek nem létezik maximuma a
nimuma a D halmazon; D halmazon, minimuma viszont igen, amit
az origbban vesz fel;

D Az f fiiggvénynek se maximuma se mimu- D A fenti allitasok koziil egyik sem igaz.
ma nem létezik a D halmazon.

00 2n($+1)2n+2 B
D T T =7 (z€R)

. . 2"ch(z +1)
[ sh(2z+2); L1 2@+ 1) shz +1); G+12@n+ D)

[] (1;'/%1) sh (V2(z +1)); [ ] mas valasz.

Minden allitasrél déntse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

Az f(n)=—=3f(n—1)+ f(n—2) (n €N, n>2) linearis rekurziénak

a) létezik +oo-hez tart6 megoldasa; D I; D H;
b) letezik divergens megoldasa; D I; D H;
¢) létezik 0-tol kiilonb6z6 konstans megoldasa. D I; D H;

Legyen f(x,y) = |z| - y3, a teljes R? sikon értelmezett fiiggvény.

f folytonos az origéban. D I D H;
f-nek lokalis szélsGértéke van az origoban. D I D H;
f-nek léteznek a parcialis derivaltjai az origbban. D I; D H;

Legyen (an)nen tetszoleges valos szamsorozat.

. 1 .
Ha minden n € NT esetén a,, < —, akkor a > a, numerikus sor konvergens. D I D H;
n neN

1
Ha minden n € Nt esetén a,, > —, akkor a Y a,, numerikus sor divergens. D I; D H;
n neN

_1 n
Ha minden n € NT esetén a, < (=1) , akkor a > a, numerikus sor feltéte- D I D H;
n neN
lesen konvergens.

Ha minden n € N esetén {/|a,| > 1, akkor a Y a, numerikus divergens. [] I [] H;
neN

LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0
pont.

2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:
-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



. 2024.06.11
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

aD,,@!

cimke névvel, Neptun koddal

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

lim sin(zy) =7
(2,y)=(0,0) +/|zy|
D 0; D 1; D —1; D nem létezik; D mas vélasz.

2. Azon legalacsonyabbrend, linearis, alland6 egyiitthatos, homogén differencidlegyenlet rendje, amelynek
megoldasa az y(x) := xsin(2z) + ze® (2 € R) fliggvény:

D 3; D 4; D 5; D 6; D 7, D mas vélasz.

3. Legyen

1
——— L ha (z,y) € R? 0,0
fo) =l TP \{(0,0)}
0 » ha (z,y) = (0,0),
és jeldlje D az origb kozéppontu 1 sugaru zéart korlapot.
D Az f fiiggvénynek létezik maximuma és mi- D Az f fiiggvénynek nem létezik maximuma a

nimuma a D halmazon; D halmazon, minimuma viszont igen, amit
) ) b
az origbban vesz fel;

D Az f fiiggvénynek se maximuma se mimu- D A fenti allitasok koziil egyik sem igaz.
ma nem létezik a D halmazon.

[e’s) 3n(x+1)2n+1

4 e =t weR)
[ ] en(3z +3): L] 32+ 1) bz +1); [ @+1)eh (VB +1));
w' D mas vélasz
n+1 ’

Minden allitasréol dontse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

5. Az f(n)=3f(n—1)+2f(n—2) (n€N,n>2) linedris rekurziénak
a) létezik +oo-hez tart6 megoldasa; D I; D H;
b) nincs konvergens megoldasa; I; H;
¢) letezik konstans megoldasa. D I; D H;

6. Legyen f(x,y) =22 |y, a teljes R? sikon értelmezett fiiggvény.

f folytonos az origéban.

000
oo

R
f-nek lokalis szélsGértéke van az origoban. D I;
Ll

f-nek nem létezik minden parcialis derivaltja az origdban.

7. Legyen (a,)nen tetszdleges valos szamsorozat.

1 .
Ha minden n € NT esetén a,, < —, akkor a > a, numerikus sor konvergens. D I D H;
n

neN
- * exeton 0, > s sor 00
Ha minden n € N esetén a,, > —, akkor a Y a,, numerikus sor divergens. I; H;
n neN
- " cscten oy < - etesen. [ 1.
Ha minden n € NT esetén |a,| < —, akkor a ) a,, numerikus sor feltételesen I H;
n neN
konvergens.
Ha minden n € N esetén {/|a,| < 1, akkor a Y a, numerikus konvergens. [] I [] H;
neN
. LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0
pont.

2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:
-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



Analizis 2. VIZSGA 2024. janius 11.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldasok

* 1. feladat (12+12=24 pont)
Szamitsuk ki az [ f integral értékét, ahol
H

a)

flay) =22  ((z,y) €R?),

H pedig az els§ siknegyed (z > 0, y > 0) azon korlatos részhalmaza, amelyet koordinatatengelyek és
az y?> = 1 — x egyenletii parabola hatarolnak;

b)

< ) =@+ ((wy) €R?Y),
{(xy)€R2\x +42<1,0<y<+V3z}

Mo.

a) 1. megoldds.
H={(z,y) eR*|0<z<1,0<y<Vi—-2z}, (1p).
H normaltartomény, f folytonos H-n (1p) , tehat:

1 Vi-z 1 1
3 471
Vi=z 1
f (Zp) 222y dy dx (Zp) [x2y2] _1 T dx (Zp) ;U2(1 —z)dx (Zp) |28 _ T (Zp) —.
y=0 3 4),., 12
H 0 0 0
2. megoldds. H={(z,y) eR*|0<y<1,0<z<1-32}, (1p).

H normaltartomany, f folytonos H-n (1p) , tehat:

lfy2

1 1 2 1
3,11-v 2\4
1 11(1 =
x=0
H 0 0 0 0

b) Polartranszformécioval, H = P([0,1] x [0, 3]) (1p)

1 3 1 .
5
/ / f(rcos(p),rsin(p)) - rdapdr(—p)Z//r4 dwdr(?)z/#dr(z:p)z r (p) ™
3 3|5, 15
0 0 0

(Normaéltartomanyos probalkozasért maximum 2 pont adhato.)

II-U

O\ ]

* 2. feladat (10 pont)
Legyen f: R — R abszolat integralhato fiiggvény. Fejezziik ki az

F(z s /(20 +1))

Fourier-transzformaltat az f fiiggvény Fourier-transzformaltja segitségével.

Mo.

Minden w € R esetén

Z(f)w) = wF () (3p)
F(a o fla+1D))w) = M (Hw) (3p)
Flar f2r+1)w) = FHL2 () () (4p)

Megjegyzés: Alternativ megoldéasként szoba johet az Z (x — g(2x + 1)) kiszdmitasa definicié segit-
ségével majd ennek alkalmazasa g = f'-re, illetve a lépések mas sorrendben valo elvégzése.
Minden elvi hib&ért 3 pont levonas jar. Ha pl. a vizsgazo F(z — f(2z + 1))(w)-rol tér at
F(x — f'(2¢ 4+ 1))(w)-ra ugy, "elfelejt" 2-vel osztani, csak iw-val szoroz, az elvi hibanak sza-
mit.

A

vizsgazo kezd is vele valamit.



Analizis 2. VIZSGA 2024. janius 11.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldasok

3. feladat (6+10=16 pont)
Mondjuk ki és bizonyitsuk be a hatvany(fiiggvény-)sorok abszolut és egyenletes konvergenciajarol szolo
tételt.

Mo. Tétel: Legyen (an)nen szamsorozat, és xg € R. Ekkor a Y a,(idg — z¢)™ hatvanyfiiggvény-sor
neN
abszolut konvergens az |zg — R, o + Re[ halmazon (3p) , és minden «, 8 €]zg — Ry, o + Ry[ és

a < f3 esetén egyenletesen konvergens az [«, 8] intervallumon (3p) .

Bizonyitds: A hatvanyfiiggvény-sor |zg — R,,xo + R,[ halmazon valo abszolut konvergenciaja ko-
vetkezik a Cauchy - Hadamard-tételbsl (2p) .
Legyen a, 8 €]xg — Ra, 20 + Ra| és a < 3, tovabba

7 = max{|e — xo, [8 = wol}  (2p)-
Ekkor minden z € [, 8] és n € N esetén
lan(z —20)" < lany" = [lan(ide — 20)" [[ja.0) < lan]y"  (3P),

és a gyokkritérium (vagy a Cauchy —Hadamard-tétel) alapjan a > |a,|y"™ numerikus sor konver-
neN
gens (1p) , igy a Weierstrass-kritérium (1p) szerint a Y. a,(idg — z¢)™ hatvanyfiiggvény-sor
neN
egyenletesen konvergens az [a, 4] intervallumon (1p) .

4. feladat (plusz 10 pontért)

Legyen
3

x>y )
G,z h R2\ {(0,0
fay) = Tiag @y ER{(0,0))
0 5 ha (1'7y) — (0’0).
Folytonos-e az f fiiggvény? (Tanacs: polarkoordinatak helyett inkabb probaljunk tigyesen feliilrsl becsiil-
ni.)

Mo. Az origobeli folytonosség fogja eldonteni a kérdést (1p) , ahhoz pedig elég az origobeli hatarértéket
vizsgalni. Legyen (zx,yr)ren egy R? \ {(0,0)}-ban halado6 sorozat, amely tart az origohoz.

Ekkor

x7yk| (5P) k| I L S
>~ k —
xt + 20ak +yp) 2

(2p)
\f(ﬂﬁk,yk:)\ = $k|

Ebbél adodoan f(xk, yk) o 0, azaz az atviteli elv (valamint a hatarérték és folytonossag kapcso-
latarol szolo tétel alapjan) f folytonos az origoban (1p) , és az értelmezési tartomanyanak minden
més pontjaban is, tehat folytonos.

Megjegyzés: Origon atmend egyenesek mentén vald probalkozasért nem jar pont, polarkoordinatas
helyettesitésért pedig csak akkor, ha vezet valahova.




2024.06.11.
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

a!,,@D

cimke névvel, Neptun koddal

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

lim sin(xy) o
(@,9)=(0,0) |yl

i 0; D 1; D —1; D nem létezik; D mas vélasz.

Azon legalacsonyabbrendi, linearis, allando egyiitthatos, homogén differencialegyenlet rendje, amelynek
megoldasa az y(x) := sin(2z) + z*e® (z € R) fiiggvény:

D 3; D 4; D 5; D 6; .l 7; D mas vélasz.

Legyen f(z,y) :== /22 +y2 ((v,y) € R?), és jelolje D az origd kdzépponti 2 sugart zart kérlapot.

! Az f fiiggvénynek létezik maximuma és mi- D Az f fiiggvénynek nem létezik maximuma a
nimuma a D halmazon; D halmazon, minimuma viszont igen, amit
az origbban vesz fel;

D Az f fiiggvénynek se maximuma se mimu- D A fenti allitasok koziil egyik sem igaz.
ma nem létezik a D halmazon.

00 2n($+1)2n+2 B
D T T =7 (z€R)

. . 2"ch(z +1)
[ sh(2z+2); L1 2@+ 1) shz +1); G+12@n+ D)

H (1;'/%1) sh (V2(z +1)); [ ] mas valasz.

Minden allitasrél déntse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

Az f(n)=—=3f(n—1)+ f(n—2) (n €N, n>2) linearis rekurziénak

a) létezik +oo-hez tart6 megoldasa; D I; _ H;
b) letezik divergens megoldasa; 1 I; D H;
¢) létezik 0-tol kiilonb6z6 konstans megoldéasa. D I; _ H;

Legyen f(x,y) = |z| - y3, a teljes R? sikon értelmezett fiiggvény.

f folytonos az origéban. ! I D H;
f-nek lokalis szélsGértéke van az origdban. D I ! H;
f-nek léteznek a parcialis derivaltjai az origbban. ! I; D H;

Legyen (an)nen tetszoleges valos szamsorozat.

. 1 .
Ha minden n € NT esetén a,, < —) akkor a > a, numerikus sor konvergens. D I; .l H;
n neN

. 1 . .
Ha minden n € Nt esetén a,, > —, akkor a Y a,, numerikus sor divergens. _ I; D H;
n neN

_1 n
Ha minden n € N esetén a, < (=1) , akkor a > a, numerikus sor feltéte- D I ! H;
n neN
lesen konvergens.

Ha minden n € N esetén {/|a,| > 1, akkor a Y a, numerikus divergens. | I [] H;
neN

LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0
pont.

2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:
-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



. 2024.06.11
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

aD,,@!

cimke névvel, Neptun koddal

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

lim sin(zy) =7
(2,y)=(0,0) +/|zy|
! 0; D 1; D —1; D nem létezik; D mas vélasz.

2. Azon legalacsonyabbrend, linearis, alland6 egyiitthatos, homogén differencidlegyenlet rendje, amelynek
megoldasa az y(x) := xsin(2z) + ze® (2 € R) fliggvény:

D 3; D 4; D 5; _ 6; D 7, D mas vélasz.

3. Legyen

1
——— L ha (z,y) € R? 0,0
flag) = Y e
0 » ha (z,y) = (0,0),
és jeldlje D az origb kozéppontu 1 sugaru zéart korlapot.
D Az f fiiggvénynek létezik maximuma és mi- ! Az f fiiggvénynek nem létezik maximuma a

nimuma a D halmazon; D halmazon, minimuma viszont igen, amit
az origbban vesz fel;

D Az f fiiggvénynek se maximuma se mimu- D A fenti allitasok koziil egyik sem igaz.
ma nem létezik a D halmazon.

[e’s) 3n(x+1)2n+1

4 e =t weR)
[ ] en(3z +3): L] 3+ 1) eh(z +1); W ya(Ba+);
w D mas vélasz
n+1 ’

Minden allitasréol dontse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

5. Az f(n)=3f(n—1)+2f(n—2) (n€N,n>2) linedris rekurziénak
a) létezik +oo-hez tart6 megoldasa; 1 I; D H;
b) nincs konvergens megoldasa; I; H;
¢) letezik konstans megoldasa. 1 I; D H;

6. Legyen f(x,y) =22 |y, a teljes R? sikon értelmezett fiiggvény.

f folytonos az origéban.

T nln
oo

¢
f-nek lokalis szélsGértéke van az origoban. il I;
Ll

f-nek nem létezik minden parcialis derivaltja az origdban.

7. Legyen (a,)nen tetszdleges valos szamsorozat.

. 1 .
Ha minden n € NT esetén a,, < —> akkor a > a, numerikus sor konvergens. D I; .l H;
n

neN
Ha minden n € Nt esetén a,, > %, akkor a Y a, numerikus sor divergens. _ I; D H;
. 1 " .
Ha minden n € N esetén |a,| < - akkor a > a, numerikus sor feltételesen D I .l H;
konvergens. e
Ha minden n € N esetén W < 1, akkor a Y a, numerikus konvergens. D I; .l H;
neN
. LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0
pont.

2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:
-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



Analizis 2. VIZSGA 2024. janius 18.
Meérnokinformatikus BSc. « varians Munkaidé: 90 perc

* 1. feladat (12+12=24 pont)

a)

1 1

//sin(mz)dxdy =7

0y
(Probalkozzunk az integralok sorrendjének felcserélésével.)
b)
[ A =2
s Z,Y,z) =1
VaZ+y? Y
H
ahol H := {(z,y,2) e R3[4 <22 +9y2<9,y>0,0< 2 <2}
* 2. feladat (6+4=10 pont)
Legyen f az a 27 szerint periodikus fiiggvény, amelyre

22+ 7 Lhaze -0
fz) =
—x  ,haze[0,n].

a) Jelolje ® az f fiiggvény Fourier-soranak Osszegfliggvényét. Adjuk meg a ®(0) és ®(1) értékeket
b) Egyenletesen konvergens-e R-en az f fiiggvény Fourier-sora? (Indokoljunk.)

3. feladat (6+10=16 pont)
Mondjuk ki és bizonyitsuk be a numerikus sorokra vonatkozé hanyadoskritériumot. (Barmelyik verziot.)

4. feladat (plusz 10 pontért)
Legyen n € N*. Bizonyitsuk be, hogy ha az R"-beli A és B halmazok nyiltak, akkor A N B is nyilt.

A *-gal jelolt feladatokbol legalabb 11 pontot el kell érni az elégségeshez.



. 2024.06.18 .
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

a!,,@D

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

cimke névvel, Neptun koddal

2
1. lim —Y 9
(2,9)—(0,0) 22 + Y2

D 0; D 1; D -1 D nem létezik; D mas vélasz.

2. Az y” + 4y + 4y = 0 differencidlegyenlet altalanos megoldasa ys(x) =... (C1,C3 € R, x € R)
[] Ce?®; [] Cie 2" ; [ ] Che2* + Cyxe®®
D Ce%* 4+ Che™ 2, D Cre 2" 4+ Cyxe™ 2, D mas valasz.
3. Legyen
1
———— , ha (z,y) € R\ {(0,0)}
flz,y) =1 V22 +y?
0 ; ha (z,y) = (0,0),

D Az f fliggvénynek létezik lokalis maximu- D Az f fliggvénynek nem létezik lokalis ma-
ma és lokilis minimuma is; ximuma, és létezik lokalis minimuma,;

D Az f fliggvénynek létezik lokalis maximu- D Az f fliggvénynek nem létezik lokalis szél-
ma, és nem létezik lokélis minimuma; sGértéke.

TL

4. A Y

neN ( )

L] 1-2,9; L] 2,2 L1)-14); L] [-4,4); [ ] mas valasz.

(z € R) sor pontosan akkor konvergens, ha x € . ..

Minden allitasrol dontse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

5. Az y/(x)23 —2y%(z) =0 (z € R) differencidlegyenlet

szeparalhato; D I; D H;
megoldasa az z +— 22 (x € R) fiiggvény; D I; D H;
K = 0-hoz tatozo izoklinaja tartalmazza az (1,1) pontot. D I; D H;

6. Legyen f:R? = R egy tetszoleges fiiggvény.

Ha f (totalisan) derivalhaté egy (xg,yo) pontban, akkor ott min- D I; D H;
den esetben folytonos is.

Ha f-nek egy (x0, o) pontban mindkét parcialis derivaltja nulla, D I; D H;
akkor ebben a pontban minden irdnymenti derivélt is nulla.

Ha f-nek léteznek a parciélis derivaltjai egy (xg,yo) pontban, ak- D I; D H;
kor f ebben a pontban folytonos.

Ha f folytonos egy (xg,yo) pontban, akkor ebben a pontban f-nek D I; D H;
minden esetben létezik a gradiense.

3271—1
7. Legyen a, = cos(mr)m.
A "% | ay sor Leibniz tipust. [] I; L] H;
A Y>> | a, sor konvergens. [] I; L] H;
A Y | a, sor nem abszolut konvergens. D I; D H;

. LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0
n
2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:
-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



. 2024.06.18. .
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

aD,,@!

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

cimke névvel, Neptun koddal

2

1. hm % =7
(z,y)—(0,0) T« + Y
D 0; D 1; D —1; D nem létezik; D mas vélasz.
2. Az y” — 6y’ + 9y = 0 differencidlegyenlet altalanos megoldasa ys(x) =... (C1,Ce € R, z € R)
D Cie3, D Cre 37, D C1e3* + Cyxe3®;
L] C1e3 4 Che™37, L] Cre 3% 4 Cyxe 37, [ ] mas valasz.
3. Legyen
1
——— ,ha(z,y) €R? 0,0
vy | T M Ew EE 0.0
0 ; ha (z,y) = (0,0),

D Az f fliggvénynek létezik lokalis maximu- D Az f fliggvénynek nem létezik lokalis ma-
ma és lokalis minimuma is; ximuma, és 1étezik lokalis minimuma,;

D Az f fliggvénynek létezik lokalis maximu- D Az f fliggvénynek nem létezik lokalis szél-
ma, és nem létezik lokélis minimuma; sGértéke.

xn

4. A Y

neN (_3)nn

] ] =33 [] [-3,3]; [] ]-1,1]; [] =

(z € R) sor pontosan akkor konvergens, ha x € ...

} ; D mas valasz.

W=

Minden allitasrél déntse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

5. A 2y/(z)2® —4y*(x) =0 (z € R) differencialegyenlet

linearis; D I D H;
megoldasa az z +— 22 (2 € R) fiiggvény; D I; D H;
K = 2-hoz tatozo izoklinaja tartalmazza az (1,1) pontot. D I; D H;

6. Legyen f:R? — R egy tetszoleges fliggvény.
Ha f folytonos egy (zo,yo) pontban, akkor ott minden esetben D I D H;
derivalhato is.
Ha f-nek léteznek a parciélis derivaltjai egy (xo,yo) pontban, ak- D I; D H;
kor f ebben a pontban folytonos.

Ha f-nek létezik a gradiense egy (zg,yo) pontban, akkor f ebben D I; D H;
a pontban folytonos.

Ha f-nek egy (xo,%y0) pontban mindkét parcialis derivaltja nulla, D I; D H;
akkor ebben a pontban minden irdnymenti derivalt is nulla.

22n+1

7. Legyen a,, = cos(nm)

n-4n’
A Y | a, sor Leibniz tipust. [] I; [] H;
A Y | a, sor konvergens. [] I [] H;
A Y | ay sor abszolut konvergens. D I; I:] H;
. LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0
=

2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:
-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



Analizis 2. VIZSGA 2024. janius 18.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldasok

* 1. feladat (12+12=24 pont)

a)
11
//sin(mz) dzdy =7
0y
(Probalkozzunk az integralok sorrendjének felcserélésével.)
b)

1
 _d(z,y,2) =7,
| )
H

ahol H := {(z,y,2) e R3[4 <22 +9y2<9,y>0,0< 2 <2}

Mo. a) Legyen f(z,y) := sin(z?) ((z,y) €R?) és H := {(z,y)|0 <y < 1

) Y
norméltartomany és f folytonos (1p) , tovabba H = {(z,y)|0 < x 1, 0<

11 1z 1
//sm Ydzdy = /f (3p)//sin(x2)dy dgc(zzp)/xsin(xQ)dx(:azp)
0 00 0

1 (2p)1 —cos(1)
z=0 2 :

<

=3 [— cos(z?)]

b) Hengerkoordinatakkal, H = C([2, 3] x [0, 7] x [0, 2])

T 2

3 ™ 2
(6p) . 3p) (3p)
/f p///f(rcos(ap),rs (p),2) - rdzdgodr—pz//o/ldzdgodr Plor.

0 0

(Normaéltartomanyos probalkozasért maximum 2 pont adhato.)

* 2. feladat (6+4=10 pont)
Legyen f az a 27 szerint periodikus fiiggvény, amelyre

_ 2> +7 ,haxe[-m0|
fle) = —x  L,haze[0,n].

a) Jelolje ® az f fiiggvény Fourier-soranak Osszegfliggvényét. Adjuk meg a ®(0) és ®(1) értékeket
b) Egyenletesen konvergens-e R-en az f fiiggvény Fourier-sora? (Indokoljunk.)

Mo. a) Az f fiiggvényre teljesiilnek a Dirichlet-tétel feltételei (2p) , ezért

22T T ) r)=

[\

b) Nem, mert ha egyenletesen konvergens lenne, akkor ® folytonos lenne (2p) , azonban ® pl. a
0-ban nem folytonos (2p) .




Analizis 2. VIZSGA 2024. janius 18.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldasok

3. feladat (6+10=16 pont)
Mondjuk ki és bizonyitsuk be a numerikus sorokra vonatkoz6 hanyadoskritériumot. (Barmelyik verziot.)

Mo. Tétel: Legyen (a,)nen pozitiv tagi sorozat (2p) . Ekkor a kiovetkezd allitasok teljesiilnek.

An+1

e Ha limsup =2+ < 1, akkor a ) a, sor konvergens. (2p)

n—00 neN

e Ha liminf 2= > 1, akkor a ) a, sor divergens. (2p)

(Egyéb verziok is elfogadhatok.)
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy lim sup % < 1, és legyen q € R olyan, hogy lim sup % <g<l1

n—oo n—oo

(2p) . Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden n € N és n > N esetén

An+1
Qp,

<q & apy1<gqa, (1p).

Teljes indukciéval kapjuk, hogy minden n € N és n > N esetén

_ an
an < qn NaN = qan (2p)7

és > qng—% konvergens, tehat a majorans kritérium alapjan > a, konvergens (1p) .
neN neN

A masodik rész bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy liminf “#+- > 1. Ekkor létezik olyan N € N, hogy
n—oo n
minden n € N és n > N esetén

Ap+1
Qp

>1 & apt1 >an,  (2p),

tehat teljes indukcioval kapjuk, hogy minden n € N és n > N esetén a,, > ay (1p) . Ez azt jelenti,
hogy (an)nen nem tart 0-hoz igy, azaz nem teljesiil a sorok konvergencidjanak sziikséges feltétele

(1p), kovetkezésképpen > a, divergens.
neN

4. feladat (plusz 10 pontért)
Legyen n € N*. Bizonyitsuk be, hogy ha az R"-beli A és B halmazok nyiltak, akkor A N B is nyilt.

Mo. Ha AN B = ), akkor a nyiltsag definicidja alapjan teljesiil az allitds (2p) . Ellenkezd esetben
legyen z € AN B tetszbleges. Ekkor A és B nyiltsaga alapjan létezik olyan r; > 0 és ro > 0, hogy
B, (z) C A, illetve B,,(z) C B (4p) , tehat az r := min{ry, ro } valasztassal B,(z) C AN B teljesiil
(3p). Mivel z tetsz6leges volt, ez azt jelenti, hogy AN B nyilt (1p) .




. 2024.06.18 .
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

a!,,@D

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

cimke névvel, Neptun koddal

2
1. lim —Y 9
(2,9)—(0,0) 22 + Y2

D 0; D 1; D -1 il nem létezik; D mas vélasz.

2. Az y” + 4y + 4y = 0 differencidlegyenlet altalanos megoldasa ys(x) =... (C1,C3 € R, x € R)
[] Ce?®; [] Cie 2" ; [ ] Che2* + Cyxe®®
D Ce%* 4+ Che™ 2, 1 Cre 2" 4+ Cyxe™ 2, D mas valasz.
3. Legyen
1
——=——— , ha (z,y) € R*\ {(0,0)}
flz,y) =1 V22 +y?
0 ; ha (z,y) = (0,0),

D Az f fliggvénynek létezik lokalis maximu- ! Az f fliggvénynek nem létezik lokalis ma-
ma és lokilis minimuma is; ximuma, és létezik lokalis minimuma,;

D Az f fliggvénynek létezik lokalis maximu- D Az f fliggvénynek nem létezik lokalis szél-
ma, és nem létezik lokélis minimuma; sGértéke.

TL

4. A Y

neN ( )

L] 1-2,9; | EEIE L1)-14); L] [-4,4); [ ] mas valasz.

(z € R) sor pontosan akkor konvergens, ha x € . ..

Minden allitasrol dontse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

5. Az y/(x)23 —2y%(z) =0 (z € R) differencidlegyenlet

szeparalhato; 1 I; D H;
megoldasa az z +— 22 (x € R) fiiggvény; 1 I; D H;
K = 0-hoz tatozo izoklinaja tartalmazza az (1,1) pontot. D I; ! H;

6. Legyen f:R? = R egy tetszoleges fiiggvény.

Ha f (totalisan) derivalhaté egy (xg,yo) pontban, akkor ott min- ! I; D H;
den esetben folytonos is.

Ha f-nek egy (x0, o) pontban mindkét parcialis derivaltja nulla, D I; 1 H;
akkor ebben a pontban minden irdnymenti derivélt is nulla.

Ha f-nek léteznek a parciélis derivaltjai egy (xg,yo) pontban, ak- D I; il H;
kor f ebben a pontban folytonos.

Ha f folytonos egy (xg,yo) pontban, akkor ebben a pontban f-nek D I; 1 H;
minden esetben létezik a gradiense.

3271—1
7. Legyen a, = cos(mr)m.
A "% | ay sor Leibniz tipust. [ | I; L] H;
A Y>> | a, sor konvergens. [ | I; L] H;
A Y | a, sor nem abszolut konvergens. D I; i H;

. LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0
=
2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:
-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



. 2024.06.18. .
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

aD,,@!

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

cimke névvel, Neptun koddal

2

1. hm % =7
(z,y)—=(0,0) T2 + ¥
! 0; D 1; D —1; D nem létezik; D mas vélasz.
2. Az y” — 6y’ + 9y = 0 differencidlegyenlet altalanos megoldasa ys(x) =... (C1,Ce € R, z € R)
D Ce3%; D Cie 3% ; i C1e3* + Chzed®;
L] C1e3 4 Che™37, L] Cre 3% 4 Cyxe 37, [ ] mas valasz.
3. Legyen
1
——— L ha (z,y9) € R? 0,0
Sy =4 PP e
0 ; ha (z,y) = (0,0),

D Az f fliggvénynek létezik lokalis maximu- . Az f fliggvénynek nem létezik lokalis ma-
ma és lokalis minimuma is; ximuma, és 1étezik lokalis minimuma,;

D Az f fliggvénynek létezik lokalis maximu- D Az f fliggvénynek nem létezik lokalis szél-
ma, és nem létezik lokélis minimuma; sGértéke.

xn

4. A Y

neN (_3)nn

| ] —3,3]; L] [-3,3]; [] ]-1,1]; [] =

(z € R) sor pontosan akkor konvergens, ha x € ...

} ; D mas valasz.

W=

Minden allitasrél déntse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

5. A 2y/(z)2® —4y*(x) =0 (z € R) differencialegyenlet

linearis; D I .] H;
megoldasa az z +— 22 (2 € R) fiiggvény; .l I; D H;
K = 2-hoz tatozo izoklinaja tartalmazza az (1,1) pontot. 1 I; D H;

6. Legyen f:R? — R egy tetszoleges fliggvény.
Ha f folytonos egy (zo,yo) pontban, akkor ott minden esetben D I 1 H;
derivalhato is.
Ha f-nek léteznek a parciélis derivaltjai egy (xo,yo) pontban, ak- D I; .l H;
kor f ebben a pontban folytonos.
Ha f-nek létezik a gradiense egy (zg,yo) pontban, akkor f ebben ! I; D H;
a pontban folytonos.

Ha f-nek egy (xo,%y0) pontban mindkét parcialis derivaltja nulla, D I; 1 H;
akkor ebben a pontban minden irdnymenti derivalt is nulla.

22n+1

. L n — .
7 egyen a,, = cos(nm) I

A Y | a, sor Leibniz tipust. [ | I; [ ] H;
> _mal
A > | a, sor konvergens. I; H;
> : s
A Y | a, sor abszolit konvergens. I; H;
. LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0
m

2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:
-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



Analizis 2. VIZSGA 2024. jhanius 25.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Munkaidé: 90 perc

* 1. feladat (12+12=24 pont)
Szamitsuk ki az [ f integrél értékét, ahol
H

a)
fley) =22y ((x,y) e R?),

H pedig az y = x és y = 2?2 egyenletd alakzatok altal hatarolt korlatos tartomény:;

b)

fle,y.z) = a2 +y?  ((z.y,2) €R?),

H:={(n,y,2) e R*|2* +¢y* <4,0< 2z <2® +¢°}.

* 2. feladat (10 pont)
Legyen f : R — R abszolut integralhato fliggvény. Fejezziik ki az

F(z+— f(2z 4 3))
Fourier-transzformaltat az f fiiggvény Fourier-transzforméltjanak segitségével.

3. feladat (6+10=16 pont)

a) Pontosan milyen o € R esetén konvergens a Y. - sor?
neN+
b) Bizonyitsuk az a) pontban megfogalmazott allitast o # 1 esetén. (Az eladason tanult

tételt felhasznalhatunk a bizonyitasban.)

4. feladat (plusz 10 pontért)
Adjunk példat olyan (f,)nen fliggvénysorozatra, amely pontonként konvergens a [0, 1]
intervallumon, minden n € N esetén f,, Riemann-integralhato a [0, 1] intervallumon, f :=

1
lim f, Riemann-integralhato [0, 1]-en, tovabba az < J fn> szamsorozat konvergens és
n—oo

0 neN

L n—r00 L
S f
0 0

A *-gal jelolt feladatokbol legalabb 11 pontot el kell érni az elégségeshez.



2024.06.25.
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

a!,,@D

cimke névvel, Neptun koddal

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

. 2 1
lim w . arctg (22) =7
(z,y)—(0,0) Y re+y

D 0; D 1; D —1; D nem létezik; D mas valasz.

Az y"(z) — 2y" () + ¢/ (x) = sin(z) + 3 differencialegyenlet megoldasakor a probafiiggvényt

ylx)=... (x€R,A, B,C €R) alakban keressiik.
[ ] 4e + Bze® 4+ C; [] Asin(x) + B; [] Asin(x) + Bx + C,
] Asin(x) + Bcos(z) + Cu; [] Asin(x) + Ba? + Cu; [] mas valasz.

Legyen f(z,y) :=a2*+y*—22 -3 ((z,y) € R?). Az f fiiggvény (1,1) pontbeli irdnymenti derivaltja

az (%, —%) vektor irdnyaban:

E] 0; D %; D 7%; D —V2; D mas valasz.
jo%s) nanrl
S (-1) @) =... (x>0

n=0
[ ] 2 cos (2); [] x cos(\/x); [ ] sin (%); [] e~ 5 [ ] mas valasz.

Minden allitasréol dontse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

A 2y (z) — 224y(x) = cos(z) (x € R) differencidlegyenlet

homogén; D I D H;
linearis; D I; D H;
tetszbleges kezdeti feltétel mellett létezik és egyértelmi a megoldasa. D I D H;

f(z) = V1+ 223

A fiiggvény 0 kozépontt, nyolcadfoka Taylor-polinomja 3 tagot tartalmaz.

A fiiggvény 0 kozépponti Taylor-sora mindeniitt elgallitja f-et.

000
OO0

3
A 0 kdzéppontii Taylor-sorban az z° egyiitthatoja 3

Legyen (an)nen tetszéleges valos szamsorozat.

Ha a > a, numerikus sor minden atrendezése konvergens, akkor abszolit D I D H;

neN
konvergens.
1
aa a, numerikus sor konvergens, akkor minden n € esetén a, > —. ; :
H ik k Kkor mind N* eseté - [l ]n
neN
Ha limsup {/]a,| < 1, akkor a, "3, D I D H;

n—oo

n!
Ha minden n € NT esetén 0 < a,, < —, akkor a > a, numerikus sor abszolut D I; D H;
n

neN
konvergens.

LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0

pont.

2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:

-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



. 2024.06.25
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

aD,,@!

cimke névvel, Neptun koddal

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

1 lim sin("y”) - Cos L =7
T (y)—(0,0) Ty Va2 4 y2
D 0; D 1; D -1, D nem létezik; D mas vélasz.

2. Az y"(x) 4+ 2y (z) + y(x) = cos(x) + 2z differencidlegyenlet megoldasakor a probafiiggvényt

ylx)=... (x€R,A, B,C,D €R) alakban keressiik.
D Ae™* —|—Bme*$—|—C; D Acos(x) + Bz D Acos(x) + Bz + C;
[] Asin(x) + Bcos(z) + Cx + D; [] Asin(z) + Bcos(z) + Cz? + Du; D més valasz.
3. Legyen f(z,y):=22+y*—3z+4 ((z,y) € R?). Az f fiiggvény (1,1) pontbeli irdinymenti derivéltja
( 75 %) vektor irdnyaban:
D 0; D —%; D %; D V2; D mas valasz.
%) xn+1
. =... >0
4 nZ::O (Zn)' (x - )

D x ch(y/x); D x ch (%), D ze?; D sh (%), D maés valasz.
Minden allitasrél déntse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

5. A 2y(z) —234y(z) =sin(z) (2 € R) differencidlegyenlet
linearis; D L D H;
allando egyiitthatos; D I
tetszoleges kezdeti feltétel mellett 1étezik és egyértelmi a megoldasa. D I; D H;

6. f(z)=+v1+2z*t

A figgvény 0 kozéponti, tizedfoki Taylor-polinomja 4 tagot tartalmaz.

A fiiggvény 0 kozéppontu Taylor-sora mindeniitt elgallitja f-et.

OO0
000
o

2
A 0 kdzéppontti Taylor-sorban az z# egyiitthatoja 3"

7. Legyen (an)nen tetszdleges valos szamsorozat.

. . 1
Ha a Y a, numerikus sor konvergens, akkor minden n € N* esetén a,, > —. D I D H;
neN n

Ha a Y a, numerikus sor konvergens, akkor minden atrenedézese is konver- D I; D H;

neN
gens.
|
. . n. . .
Ha minden n € Nt esetén 0 < a,, < —, akkor a > a, numerikus sor abszoltt D I; D H;
n neN
konvergens.
. , —
Ha limsup {/|a,| < 1, akkor a,, "=3 0. D I; D H;
n—o0
. LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0
pont.

2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:
-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



Analizis 2. VIZSGA 2024. jhanius 25.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldésok

* 1. feladat (12+12=24 pont)
Szamitsuk ki az [ f integrél értékét, ahol
H

a)
flay)=2xy  ((z,y) €eR?),

H pedig az y = x és y = 2% egyenletii alakzatok altal hatarolt korlatos tartomany:;

b)
flz,y.2) == /22 + y? ((m,y,z) e R2) ,
H:={(z,y,2) eR*|2” +4* <4,0< 2z <a® + 4%}
Mo. a)

H={(z,y) eR*|0<z<1, 2" <y<z}, (2p).
H norméltartomény, f folytonos H-n (1p) , tehat:

1 =z 1
4 671
[12 [ [rmanar® [y sar® [o-wa® |2 2] o
bt 0 22 0 0 z=0

b) Hengerkoordinatékkal

2 27 r? 2 21 r?

) (2p) (2p)
/f p///f?"cos rsin(p), 2) - rde dpdr 2 O/O//TQdZdSDdT p

572
4
:27r/r dr—27r lg] (2:1))6—7T.

r=0

(Normaltartomanyos probalkozasért maximum 2 pont adhato.)

* 2. feladat (10 pont)
Legyen f : R — R abszolut integralhato fliggvény. Fejezziik ki az

F(z— f(2z + 3))

Fourier-transzformaltat az f fiiggvény Fourier-transzforméltjanak segitségével.

Mo. Minden w € R esetén

F(x o £ +3))(w) = T (f)(w) (5p)
Flar [2r+3)w) = 512 () (2) (5p)



Analizis 2. VIZSGA 2024. jhanius 25.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldésok

c st

Alternativ megoldés a Fourier-transzformalt definicidjaval, majd a t = 2z + 3, (z =
L — 3, dz = 1dt) helyettesitéssel:

F(z— f(2z+3)) = /_OO e W f(22 4 3)dz = (2p)
= [Cenlitm g - (5p)
= ez () (%) (3p)




Analizis 2. VIZSGA 2024. jhanius 25.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldésok

3. feladat (6-+10=16 pont)

a) Pontosan milyen o € R esetén konvergens a >, — sor?
neNt
b) Bizonyitsuk az a) pontban megfogalmazott allitast o # 1 esetén. (Az eladason tanult

tételt felhasznalhatunk a bizonyitasban.)

1
Mo. a) A > — numerikus sor pontosan akkor konvergens, ha o > 1. (6p)

neNt ne
b) Ha a < 0, akkor az (n%)neN sorozat nem tart 0-hoz, tehat »_ n% divergens.
neN+
(2p)
Ha 0 < a # 1, akkor
+a>1 b ) l—a b
~dz '"® lim ~dz'"® lim [m ] ()
T b—+oo | ¢ botoo |1 —a], 4
1 1
. bl—o 1 @[ 400 ,hal<a<1
= lim — = 1
botoo l —a 1 —a« — ,haa>1,

tehat az integralkritérium alapjén (2p) a > lesetén > - konvergens, 0 < o < 1
neNt

esetén pedig divergens (1p) .

4. feladat (plusz 10 pontért)

Adjunk példat olyan (f,)nen fliggvénysorozatra, amely pontonként konvergens a [0, 1]
intervallumon, minden n € N esetén f,, Riemann-integralhato a [0, 1] intervallumon, f :=

1
lim f, Riemann-integralhato [0, 1]-en, tovabba az < J fn) szamsorozat konvergens és
n—oo

0 neN

L n—r00 L
S ]
0 0

Mo. Egy lehetséges példa: minden n € N és x € R esetén legyen

n’x ,ha0§x<%
fa(@) =< 2n—n’z ,hal<az<?2 (6p)
0 ,haz e R\ [0, 2]

1
Ekkor lim f, =0 (2p) , tovabba minden n € Nesetén [ f, =1 (2p) .




2024.06.25.
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

a!,,@D

cimke névvel, Neptun koddal

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

. 2 1
lim w . arctg (22) =7
(z,y)—(0,0) Y re+y

! 0; D 1; D —1; D nem létezik; D mas valasz.

Az y"(z) — 2y" () + ¢/ (x) = sin(z) + 3 differencialegyenlet megoldasakor a probafiiggvényt

ylx)=... (x€R,A, B,C €R) alakban keressiik.
[ ] 4e + Bze® 4+ C; [] Asin(x) + B; [] Asin(x) + Bx + C,
N Asin(x) + Bcos(z) + Cu; [] Asin(x) + Ba? + Cu; [] mas valasz.

Legyen f(z,y) :=a2*+y*—22 -3 ((z,y) € R?). Az f fiiggvény (1,1) pontbeli irdnymenti derivaltja

az (%, —%) vektor irdnyaban:

] 0; [] %; | 7%; L] —V2; [ ] més valasz.
jo%s) nwnJrl
S (-1) @) =... (x>0

n=0
[ ] 2cos (2); | x cos(y/x); [ ] sin (%); [] re3; [ ] mas valasz.

Minden allitasréol dontse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

A 2y (z) — 224y(x) = cos(z) (x € R) differencidlegyenlet

homogén; D I ! H;
linearis; i I; D H;
tetszbleges kezdeti feltétel mellett létezik és egyértelmi a megoldasa. . I D H;

f(z) = V1+ 223

A fiiggvény 0 kozépontt, nyolcadfoka Taylor-polinomja 3 tagot tartalmaz.

A fiiggvény 0 kozépponti Taylor-sora mindeniitt elgallitja f-et.

0w
EEC

3
A 0 kdzéppontii Taylor-sorban az z° egyiitthatoja 3

Legyen (an)nen tetszéleges valos szamsorozat.

Ha a > a, numerikus sor minden atrendezése konvergens, akkor abszolit _ I D H;

neN
konvergens.
- - Cecton o> L
Ha a ) a, numerikus sor konvergens, akkor minden n € N* esetén a,, > —. I; H;
neN n
Ha limsup {/]a,| < 1, akkor a, "3, D I .l H;
n—oo

n!
Ha minden n € NT esetén 0 < a,, < —, akkor a > a, numerikus sor abszolut _ I; D H;
n

neN
konvergens.

LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0

pont.

2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:

-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



. 2024.06.25
Analizis 2. informatikusoknak vizsga, feleletvalasztos rész
(50 pont)

aD,,@!

cimke névvel, Neptun koddal

Valassza ki az egyetlen helyes megoldast!! (4 x 5 = 20 pont)

1 lim sin("y”) - Cos L =7
T (y)—(0,0) Ty Va2 4 y2
. 0; D 1; D -1, D nem létezik; D mas vélasz.

2. Az y"(x) 4+ 2y (z) + y(x) = cos(x) + 2z differencidlegyenlet megoldasakor a probafiiggvényt

ylx)=... (x€R,A, B,C,D €R) alakban keressiik.
D Ae™* —|—Bme*"”—|—C; D Acos(x) + Bz D Acos(x) + Bz + C;
N Asin(x) + Bcos(z) + Cx + D; [] Asin(z) + Bcos(z) + Cz? + Du; D més valasz.
3. Legyen f(z,y):=22+y*—3z+4 ((z,y) € R?). Az f fiiggvény (1,1) pontbeli irdinymenti derivéltja
( 75 %) vektor irdnyaban:
D 0; D —%; D %; ! V2; D mas valasz.
%) $n+1
. = >0
4 NZZ:O (Zn)' (x - )

i x ch(y/x); D x ch (%), D ze?; D sh (%), D maés valasz.
Minden allitasrol dontse el, hogy igaz (I) vagy hamis (H)!? (10 x 3 = 30 pont)

5. A 2y(z) —234y(z) =sin(z) (2 € R) differencidlegyenlet
linearis; . L D H;
allando egyiitthatos; D I
tetszoleges kezdeti feltétel mellett 1étezik és egyértelmi a megoldasa. ! I; D H;

6. f(z)=+v1+2z*t

A figgvény 0 kozéponti, tizedfoki Taylor-polinomja 4 tagot tartalmaz.

A fiiggvény 0 kozéppontu Taylor-sora mindeniitt elgallitja f-et.

Cmie
Omm
o

2
A 0 kdzéppontti Taylor-sorban az z# egyiitthatoja 3"

7. Legyen (an)nen tetszdleges valos szamsorozat.

. . 1
Ha a Y a, numerikus sor konvergens, akkor minden n € N* esetén a,, > —. D I .l H;
neN n

Ha a Y a, numerikus sor konvergens, akkor minden atrenedézese is konver- D I; 1 H;

neN
gens.
|
. . n. . .
Ha minden n € Nt esetén 0 < a,, < —, akkor a > a, numerikus sor abszoltt _ I; D H;
n neN
konvergens.
. , —
Ha limsup {/|a,| < 1, akkor a,, "=3 0. _ I; D H;
n—o0
. LA helyes megoldas el6tti négyzetet satirozza be! Helyes valasz: 5 pont; helytelen vagy nem egyértelmi valasz: 0
pont.

2A helyes valasz el6tti négyzetet satirozza be! Helyes vélasz: 3 pont; nem egyértelmd valasz: 0 pont; helytelen valasz:
-3 pont, azonban egy-egy feladat teljes pontszama nem csokken nulla ala.



