ANALIZIS 2. I. zarthelyi 2022. marcius 31.
Mérnokinformatikus szak Q-varians Munkaidé: 90 perc

1. feladat (18 pont)
Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

, yln(y)

x2—4x -5
2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémat.

y — 3y
z—1

=c'(z-1)" (#1), y2)=1

3. feladat (22 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

y" +3y" + 2y =12 + 4z

4. feladat (8+8+8=24 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok?

S DECLESD o (== MENRTD ol (o R

neN+ neN neN

5. feladat (6+10=16 pont)
a) Mikor neveziink egy numerikus sort abszolut konvergensnek? Mi a kapcsolat egy sor
konvergencidja és abszolit konvergencidja kozott?

b) Konvergens-e a . (n+1)!
) G e

numerikus sor?

IMSc feladat (15 IMSc pont) Adjunk példat olyan pozitiv tagi konvergens sorra,

amelynek konvergenciajat a hanyadoskritériummal nem tudjuk eldonteni, a gyokkritéri-

ummal viszont igen. Indokoljunk!

(Segitség: keressiink olyan ) a, numerikus sort, amelyre teljesiilnek a limsup {/a, < 1,
neN n—00

il > 1 egyenlGtlenségek.)

an

lim inf 22 < 1 és lim sup
n—oo " n—o00



ANALIZIS 2. I. zarthelyi 2022. marcius 31.
Mérnokinformatikus szak a-varians Megoldésok

1. feladat (18 pont)
Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

,_yhn(y)
22 —4x —5

Mo. Szeperalhato differencidlegynlet, y = 1 megoldas (2p) . A tanult modszerrel:

dy yIn(y) / 1 / 1
— — dy = d 2
yIn(y) Y 2 —4x—5 (2p)

dz 22 —-4x -5

Az egyenlGség bal oldala:

1
/m dy=In|ln(y)|+C, (C, €R) (6p)

Az egyenléség jobb oldala:

t/EfiﬁiEdmz/kx—siw+ndx (2p)

Parciélis tortekre bontassal:

1 A B A(x+1)+ Bz —5)

@—5@+1) 2=5 241 (@=5)a+1)
Ebbdl pedig A = ¢, B = —¢ adodik (2p) .

1 1 1 1 1
dr = - de — = der =
/(a:—5)(1:+1) v 6/x—5 ‘ 6/3:—1—1 v
=95

r+1

1
=—-1In
6

‘ + Cg (CQ c R) (2p)

Tehat a megoldasok:

r—>5
z+1

1
y=1 ¢é In|ln(y(z))| = éln

‘+C(Cem (2p)

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémat.

y — 3y
z—1

—@—1)' (@£, y@2)=1




Mo. Inhomogén linearis egyenlet, a hozza tartozé6 homogén egyenlet:

, 3y

—x_lzo = ya(z)=C(x—-1)° (CeR,zeR\{1}) (6p)

(Megoldva szeparalhatoként, vagy a megoldas altalanos alakjanak ismeretébdl.)

Az inhomogén egyenlet megoldasa: keressiik a megoldast y(z) = ¢(x)(x—1)? alakban
(ahol ¢ egy R — R differencialhatoé fiiggvény) (1p) .

Behelyettestve a differencialegyenletbe:

d(a)(x - 1)° 4;30(3:)(1: — 1)21— 3c(x)£ai— 1)21 =e“(z—1)* (2p)
y'(z) 3y@)

z—1

Ebbdl pedig ¢(x) = e"(z — 1). Parcialis integréalassal
/ex(:r;— 1)dz =e(x — 1) —/exdx =e’(x—2)+D (DeR) (4p),

tehat a D = 0 valasztasssal c(x) := e"(z — 2), igy az inhomogén egyenlet egy
partikuaris megoldasa:

Yip(e) = c(z)(x = 1)* = e"(z = 2)(x = 1)° (1p)
Amibdl az altalanos megoldas:
3ia(@) 2 yip(@) +pna(e) B @ =)@ -1+ 0w —1)" (C R, zeR\{1})
Jelolje ¥ a kezdeti feltételt kielégité megoldast. g(2) =1 — C =1 (1p),

jr)=e"(z—2)(x -1 +(z-1)* (CeR, z>1) (2p)

3. feladat (22 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

y/// + 3y// + Qy/ — 1263:5 + 4

Mo. Harmadrendd, linearis allando egyiitthatos, inhomogén egyenlet. A homogén egyen-
lethez tartozo karakterisztikus egyenlet:

N3N +20=0 (2p),



gyokei: Ay =0, Ay = —1, Ay = =2 (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altaléanos
megoldasa:

yhﬁ(ﬂ')) = Cl + Cgeix + 0367296 (.CL' € R, Cl, Cz, Cg € R) (4p)
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat keressiik az y(x) = Ae3*+Bx+C

alak (rezonancia) (2p) helyett y(z) = Ae3® + Bx? + Cz alakban (2p) (x € R,

A, B,C € R). Derivalva haromszor (3p) :

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

= w NN O

1
60Ae** +4Br+20+6B = 12" +4r  (2p) =— A= = B=1,C=-3 (2p),

tehat az inhomogén egyenlet egy partikuléris megoldasa:

1
Yip(x) = 563‘”” + 22— 3z

A differencialegynlet altalanos megoldésa:

Yia(T) = Yip(T) + yna(z) =

1
= 3639” + 22 =32+ CL+ Coe™® + Cye

(x € R)

(1p)

(w € R, Ol, Cg, 03 c R) (2p)

4. feladat (8-+8+8=24 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok?

0) Z (="

foert n?ln(n + 1)

(="

Mo. CL) Legyen Ay = m (n € N+>
Elsd megoldds.
la,| < —  (han >2)

(4p),



ésa n—12 numerikus sor konvergens (1p) , tehat a majorans kritérium alapjan
neNt
> a, abszolut konvergens (2p) , kovetkezésképpen konvergens (1p) .

neN+

Masodik megoldds. A )" ay,sor alternal (1p), az (m> N sorozat monoton
neN+t neN
csokkens (3p) (hiszen egy nemnegativ monoton névé sorozat reciproka), és 0-hoz

tart (2p) , tehat a Leibniz-kritérium alapjan > a, konvergens (2p) .

neNTt
n?+2
n?+3

mL%an;:( yﬁ (n € N).

2
N 2+2 n? 1+lnnoo 2
%KQ)(Z2+3) e ( f)ﬂ -
(1+52)" P

tehat a gyokkritérium alapjan »_ b, konvergens (2p) .

1
— <1 (1
. (1p)

('Gwl Q)

neN
2 +_3 n3 n
n n
L = - — N).
¢) Legyen ¢ (n2+2> oy (n € N)

Elsd megoldds. Minden n € N esetén

n

n

és lim Zt = +oo0 (2p) , tehét (a specialis rendérelv alapjén) lim ¢, = 400 (1p) ,
n—oo : n—oo
ezért a Y ¢, sor divergens (2p) .
neN
Masodik megoldas. Minden n € N esetén

n

n
e 0> 1 (4p),

tehat a (¢, )nen sorozat nem tart 0-hoz (2p) , ezért a ) ¢, sor divergens (2p) .
neN

5. feladat (6+10=16 pont)
a) Mikor neveziink egy numerikus sort abszolut konvergensnek? Mi a kapcsolat egy sor
konvergencidja és abszolit konvergencidja kézott?

b) Konvergens-e a
= (n + 3)n"

numerikus sor?




Mo. a) A > a, numerikus sor abszolut konvergens, ha a > |a,| sor konvergens. (3p)

neN neN
Minden abszolit konvergens sor konvergens. (3p)

b) Elsé megoldds. Legyen a, = (—1)""E (n € N). Vizsgaljuk a 3 a, sor

(n+3)n"
neN
abszolut konvergenciajat (3p) :
Y = S
|| (n+4)(n+ 1) (n+1)! (n+4)(n+1) \n+1) (2p e ’

tehat a hanyadoskritérium alapjan a »_ a, sor abszolut konvergens (1p) , kovet-
neN
kezésképpen konvergens (2p) .

Mdsodik megoldds. Legyen a, := (=1)" "D (5 € N). A ¥ a, sor alternél

(n+d)n neN
(1p) , '
ol = S 0 (2)
Y = S
|| (n+4)(n+ 1) (n+1)! (n+4)(n+1) \n+1) (2p e ’

azaz (|an|)nen egy kiiszobindextdl kezdve monoton csdkkens (1p) . Tehat a Leibniz-

kritérium alapjan ) a, konvergens (2p) .
neN

IMSc feladat (15 IMSc pont) Adjunk példat olyan pozitiv tagi konvergens sorra,
amelynek konvergenciajat a hdnyadoskritériummal nem tudjuk eldonteni, a gyokkritéri-
ummal viszont igen. Indokoljunk!

(Segitség: keressiink olyan ) a, numerikus sort, amelyre teljesiilnek a limsup {/a, < 1,

neN n—00
liminf ** < 1 és limsup “* > 1 egyenl6tlenségek.)
n—o00 an 00 an
Mo. Legyen példaul
1

— , han e N ésn paros,

2n
ap = (5p)
, ha n € N és n paratlan.

1
3n
Ekkor az (‘”/an)neN sorozat torlodasi pontjai: % és % (2p) , tehat

1
limsupa, = 5 < 1 (1p)

n—oo



tehat a gyokkritérium alapjan a ) a, sor konvergens (2p) . Ugyanakkor

neN
. % (%)n , ha n € N és n paros,
. (3p),
ay, % (%)" , ha n € N és n paratlan.

tehat limsup “** = 400 és liminf “*** = 0 (2p) , tehat a hanyadoskritérium nem
n—00 " n—0o0 "

alkalmazhato a Y a, sorra.
neN




ANALIZIS 2. I. pot-/javito zarthelyi 2022. aprilis 21.
Mérnokinformatikus szak Q-varians Munkaidé: 90 perc

1. feladat (1248 pont)
a) Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet! (A megoldast elég implicit alakban meg-
adni.)
e~2” ch(2x)
Y

y =
b) Rajzoljuk fel az
v =y*+ 14+ 422
differencidlegyenlet K| = 1-hez és Ky = 4-hez tartozo izoklinajat, és jeldljiink be rajtuk

egy-egy vonalelemet!

2. feladat (20 pont)
Az u := y? helyettesitéssel oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet! (Explicit alakban
adjuk meg az altalanos megoldast!)

3%y — 221 = " In(z) (z > 0)
3. feladat (20 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat!
y" — 4y' 4+ by = 13 sin(2x)

4. feladat (7+7+7=21 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok?

sin"(2n?) n+2\" n?+3+7T
o LTIy (i) o Xt

neNt+ neN neN

5. feladat (5414=19 pont)
a) Mit mond ki az integralkritérium?
b) Konvergens-e a
1
2 iz
el msn 2010 (n)
numerikus sor? Amennyiben igen, adjunk nemtrivalis fels6 becslést az elkévetett hibara,

ha a sor Osszegét az Sgg = 229:2 Wg(n) részletosszeggel kozelitjiik.

IMSc feladat (15 IMSc pont) Hatarozzuk meg a
- L
= 2n® +6n +4

osszeget.

(Ha az 6sszeg meghatarozasa nem sikeriil, akkor legfeljebb 5 IMSc pontért adjunk olyan

K; € R also és Ky € R felss becslést az dsszegre, amelyekre Ky — K7 < 0,2.)



ANALIZIS 2. I. pot-/javito zarthelyi 2022. aprilis 21.
Mérnokinformatikus szak a-varians Megoldésok

1. feladat (1248 pont)
a) Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet! (A megoldast elég implicit alakban meg-
adni.)
e~2” ch(2x)
Y

y' =
b) Rajzoljuk fel az
v =y +1+2%+ 2

differencidlegyenlet K = 1-hez és K, = 4-hez tartozé izoklindjat, és jeloljiink be rajtuk
egy-egy vonalelemet!

Mo. a) Szeparalhato differencidlegyenlet, a tanult modszerrel:

dy e % ch(27)

2" dy = [ ch(2 2
. ; = /ye dy /C(:E)da: (2p)

Az egyenlGség bal oldala:
/y62y2 dy = %16292 +C; (Cy €R) (4p)
Az egyenl@ség jobb oldala:
/ h(2r)dr = Ssh(20) + C (G2 € R) (4p)
Tehat a megoldas (implicit alakban):

%erQ(x) =sh(2z)+C (C eR) (2p)

b) A K, = 1-hez tartozo izoklina egyenlete
v+ (e +1)° =1

ami egy (—1,0) kozéppontu 1 sugarta kérvonal. (3p) A vonalelemek 1 meredeksé-
giek. (1p)
A K = 4-hez tartozoé izoklina egyenlete

v+ (r+1)72=4

ami egy (—1,0) kozéppontu 2 sugara kérvonal. (3p) A vonalelemek 4 meredeksé-
giek. (1p)



2. feladat (20 pont)
Az u := 1 helyettesitéssel oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet! (Explicit alakban
adjuk meg az altalanos megoldast!)

3y — 2z = " In(z) (z > 0)

Mo. A helyettesités utan az egyenlet:
W —2zu=¢" In(z) (2p)

Inhomogén linearis egyenlet, a hozza tartozé homogén egyenlet:

W —20u=0 = upi(z)=Ce” (CeR,zeR) (6p)

(Megoldva szeparalhatoként, vagy a megoldas altalanos alakjanak ismeretébdl.)

Az inhomogén egyenlet megoldasa: keressiik a megoldést u(z) = ¢(z)e*” alakban
(ahol ¢ egy R — R differencialhato fiiggvény) (1p) .

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

¢ (z)e” + 2zc(x)e” —2xc(z)e” = e In(z) (2p)

u/(x) —2zu(x)

Ebbél pedig ¢ (z) = In(z). Parcialis integralassal
/ln(x) dz =z ln(z) — /1dx =zln(x)—z+D (DeR) (4p),

tehat a D = 0 valasztassal c¢(z) := zln(x) — z, igy az inhomogén egyenlet egy
partikularis megoldasa:

uiy(z) = c(x)e” = ze” (In(z) — 1) (1p)

wia(2) " (@) + una(z) E ze” (In(z) — 1) + Ce”  (C € R, z € RY)

Visszahelyettesitve:

y(x) = i/xexz(ln(x) —1)+Ce”® (CeR,zeR") (2p)

2



3. feladat (20 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat!

y" — 4y’ + 5y = 13sin(27)

Mo. Harmadrendd, linearis adllando egyiitthatos, inhomogén egyenlet. A homogén egyen-
lethez tartozo karakterisztikus egyenlet:

N —4\+5=0 (2p),
gyokei: A\j o =2=+14, (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
Yna(z) = Cre* sin(x) + Coe* cos(z) (z €R, C1,Cy € R)  (4p)
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat
y(x) = Asin(2z) + Bceos(2z) (z € R,A,BeR) (2p)
alakban keressiik (nincs rezonancia). Derivalva kétszer (2p) :

y(x) = Asin(2z) + B cos(2x) |5
y'(x) = 2A cos(2x) — 2B sin(2x) |- (—4)
y"(z) = —4Asin(2x) — 4B cos(2x) |-1

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
y"(x) — 4y'(x) + Sy(x) = (A+8B)sin(2x) + (—8A + B) cos(2z) = 13sin(2z) (2p)

1 8
2 = (3p),

tehat az inhomogén egyenlet egy partikuléris megoldasa:

Yip(x) = %sin(Qx) + gcos(Zx) (x € R) (1p)

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:
Yia(r) = Yip(x) + ynalz) =
1 8
=¥ sin(2x) + 5 cos(2x) + Cre** sin(x) + Cye* cos(z) (v € R, C;,Cy € R)

(2p)



4. feladat (7+4747=21 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok?

sin™(2n?) n+2\" n?+3+7"
0 TEET X () X e

neNt neN neN

Mo. a) Legyen a,, := Smnéﬁ (n € NT).
1 +
] < o5 (nENT) (4p)
és a —; numerikus sor konvergens (1p) , tehat a majorans kritérium alapjan
neNt T
> a, abszolut konvergens (1p) , kovetkezésképpen konvergens (1p) .
neN+t
b) Legyen b, := (Z—ig)n (n € N).
n
b, = —=5 — —==-#0 (1
(T3 @ & e 70 (1p)
tehat nem teljesiil a sorok konvergenciajanak sziikséges feltétele, ezért > b, diver-
neN
gens (2p) .
c¢) Legyen ¢, := % (n € N).
Elsé megoldds. Minden n € N esetén
77’l
n >0 (4
2 5w (4p)

és a Y 2 ()" sor divergens (1p) , tehdt a minorans kritérium alapjan . ¢,
neN neN

divergens (2p) .

Mdsodik megoldds.

_ n?4+3+7" (2p) ;L—j+3+(£)n oo

— +o0#0 (1p),

Cn

tehat nem teljesiil a sorok konvergenciajanak sziikséges feltétele, ezért > ¢, diver-
neN

gens (2p) .



5. feladat (5+14=19 pont)
a) Mit mond ki az integralkritérium?
b) Konvergens-e a
1
2 oo
et msa 2n1n*(n)
numerikus sor? Amennyiben igen, adjunk nemtrivalis fels6 becslést az elkovetett hibara,

ha a sor Osszegét az Sgg = 22922 m részletosszeggel kozelitjiik.

Mo. a) Legyen f : [1,4+o00o[— R, monoton csokkend fiiggvény. Ekkor
Y fln) <40 & / f(x)dz < +oo.  (5p)
n=1 1

b) Legyen
1

22 In?(z)

Ekkor f nemnegativ, monoton csokkens (2p) .

f(z) = (x>2) (2p).

1 1 1]
/ f(x)de = llm — [ = -In"%(2)dz el T (p)
booo 2 | 2b—00 | In(z)]| _
2

_11 1 ap) 1 (1<p) oo
2500 \In(2)  In(b) ) 2In(2) ’

tehat az integralkritérium alapjan > f(n) konvergens (2p) .
neN, n>2

Hibabecslés: Ha S jeloli a sor 6sszegét, akkor

> fn)| =

/ fla 1(99)'

IMSc feladat (15 IMSc pont) Hatarozzuk meg a

> 1
Z2712—|—6n—|r4

n=0

n= 100




osszeget.
(Ha az 0sszeg meghatarozasa nem sikeriil, akkor legfeljebb 5 IMSc pontért adjunk olyan
K; € R also és Ky € R felss becslést az osszegre, amelyekre Ky — K7 < 0,2.)

Mo. Minden n € N esetén

1 1 1 (3p)
M2 +6n+4 2 (ntlnt2) P
Parciélis tortekre bontassal:
1 1 1
— — eN 5
n+1)(n+2) n+l1 n+2 (n ) (5p)
Tehat
> 1 "1 1 1 1 1 1
Z—(zzp) limZ— - T @) 2
n:02n2—|—6n+4 naook:02 k+1 k42 n—oo 2 n -+ 2 2

Becslés részpontszamért: Egy b pontos megoldas példaul, ha kiszamoljuk "kézzel" az
N-edik részletosszeget (pl. N = 3), és a maradékosszegre adunk a feladat szévegének
megfelels also és felsé becslést egy improprius integral segitségével.




ANALIZIS 2. 1. alairaspotld zarthelyi 2022. majus 31.
Mérnokinformatikus szak a-varians Munkaidé: 90 perc

1. feladat (12+4-8=20 pont)
a) Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

22y +1)
2 +1
b) Rajzoljuk fel az
v =y —z+1

differencialegyenlet K = 1-hez tartozo izoklindjat, és jeloljiink be rajta két vonalelemet!

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az
Y = (2y—2x)? +1
differencialegyenletet az y(0) = —1 kezdeti feltétel mellet! (A megoldast explicit alakban adjuk
meg.)

3. feladat (20 pont)
Adjuk meg az

differencialegyenlet altalanos megoldésat!

4. feladat (7+7+7=21 pont)
Konvergensek-e az aldbbi sorok?

2n 3 nn+2 R 2t
9 2 B3+ Yn)" b > (1) n+3 A 21"

neNt

5. feladat (7+12=19 pont)
a) Milyen sorokat neveziink Leibniz-tipust soroknak? Mit mond ki a Leibniz-kritérium? Hogyan
becsiilhetjiik egy Leibniz-sor hibajat? (Bizonyitas nélkiil mondja ki a tanult allitdsokat!)

b) Konvergens-e a

Z(_l)n%

numerikus sor? Amennyiben igen, adjunk nemtrivalis fels§ becslést az elkdvetett hibara, ha a
sor Gsszegét az Sgg 1= % (—1)“\/ﬁ részletosszeggel kozelitjik.

n=0



ANALIZIS 2. 1. alairaspotld zarthelyi 2022. majus 31.
Mérnokinformatikus szak a-varians Megoldasok

1. feladat (12+4-8=20 pont)
a) Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

22y +1)
2 +1
b) Rajzoljuk fel az
v =y —z+1

differencialegyenlet K = 1-hez tartozo izoklindjat, és jeloljiink be rajta két vonalelemet!

Mo. a) Szeparalhato differencialegyenlet, a tanult modszerrel:

dy  2z(y®>+1) / 1 / 2x
— s dy = d 2
— 21 279 (2p)

dx x2+1

Az egyenl@ség bal oldala:

1
[ du=wen) + G (C1eR) (4p)

Az egyenl@ség jobb oldala:

2
/xZildx:ln(xQJrl)Jng (Ch€R) (4p)

Tehéat a megoldasok:

arctg (y(z)) =In(z* + 1)+ C (C €R) (2p)

b) A K = 1-hez tartozo izoklina az x = y? egyenletii parabola (5p) , a vonalelemek 1
meredekségtiek (3p) .

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az
r_ 2
y =2y —2x)*+1
differencialegyenletet az y(0) = —1 kezdeti feltétel mellet! (A megoldast explicit alakban adjuk
meg.)

Mo. Legyen u(z) :=2y(z) — 2z (2p) . Ekkor

o ()

2

u(z) =2y () -2 <& (z)= +1 (2p),

tehat az 4j differenciadlegyenlet:
u' =2u® (2p)



Szeparalhato, u = 0 megoldas (1p) . A tanult modszerrel:

du o2 — /u—2du—/2dx (2p) — ————240 (CeR) (3p)
dr B p u(z) P);
tehat az eredeti egyenlet megoldasai:

y(z) =z — - 1_ o (4p) & ylz)=z (1p)

A megadott kezdeti feltétel melletti megoldést jeldlje ¥, ekkor:

1 —1435 (2p) <x ER\ {i}) .

J0)=-1 = C=1 (1p) = Jla)=x+

3. feladat (20 pont)
Adjuk meg az

differencialegyenlet altalanos megoldésat!

Mo. Negyedrendi, linearis alland6 egyiitthatos, inhomogén egyenlet. A homogén egyenlethez
tartozo karakterisztikus egyenlet:

M42X3 402 =0 (2p),
gyokei: A\j2 =0, A34 = —1 (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
Yna(r) = C1+ Cox + C3e™ " + Cyze™ (€ R, C1,09,C03,C4 € R)  (4p)

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasét keressiik az y(x) = Ae?® alakban (2p)
(x € R, A € R) (nincs rezonancia). Derivalva négyszer (3p) :

y() = Ae* 0
Y (z) = 24e* |-0
y'(x) = 4Ae* |-1
y®)(2) = 84e™ |- 2
yW(z) = 164 |-1
Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
364e* = 18¢** (2p) — A= % (2p),

tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldésa:

yiple) = 56 (w€R) (1p)



A differencidlegyenlet altalanos megoldéasa:

Yia(r) = vip(x) + ynalz) =
1
= 56296 +C1+ Cox+ Cse ™™ + Cyze™™ (x € R, C1,05,C3,C4 € R)  (2p)

4. feladat (7+7+7=21 pont)
Konvergensek-e az aldbbi sorok?

)y O A e ) S
a B — — ¢ —
n |
neN+ (3 + \/ﬁ)n neN n+3 neN s
2n+3
Mo. a) Legyen a, := ————— (n € NT).

G+ Vo

tehat a gyokkritérium alapjan ) b, konvergens (2p) .
neN
ant 2 n—0o .

b) Legyen b, := (—1) T3 (n € N). Ekkor |b,| — 1 (2p) , igy a (bn)nen sorozat

n
nem tart 0-oz (3p) , tehat ) b, divergens (2p) .

neN
n+1

2
¢) Legyen ¢, := (—1)" py (n € N).

Elsé megoldds. Minden n € N esetén

n+2 |
’c\:}:yﬂ = (1224— R o 051 ()
azaz a hanyadoskritérium alapjan a ) ¢, numerikus sor abszolat konvergens (1p) , tehat
konvergens (1p) . e
Mdsodik megoldds. ZN ¢n, alternél (1p) , ¢, "0 (1p) , tovabba minden n € N esetén
ne
n+2

azaz »  cp tagabb értelemben vett Leibniz-sor, tehat konvergens (1p) .
neN

(Az a megoldas is maximalis pontot ér, amelyben a hallgato észreveszi, hogy egy nevezetes

sorr6l van szo, amelynek Osszege e%)



5. feladat (7412=19 pont)

a) Milyen sorokat neveziink Leibniz-tipusti soroknak? Mit mond ki a Leibniz-kritérium? Hogyan
becsiilhetjiik egy Leibniz-sor hibajat? (Bizonyitas nélkiil mondja ki a tanult allitdsokat!)

b) Konvergens-e a

n 1
Z(_l) Vn2+3n+1

neN
numerikus sor? Amennyiben igen, adjunk nemtrivalis fels6 becslést az elkdvetett hibara, ha a
99
.. . L _1\n 1 , .. . fpeae
sor Osszegét az Sgg := nE:zo( 1) W részletosszeggel kozelitjik.

Mo. a) Lebiniz-sor definicidja: Azt mondjuk, hogy az > a, numerikus sor Leibniz-sor, ha a
neN
kovetkezd tulajdonsagok teljesiilnek ra.

(i) Minden n € N esetén an11 - a, < 0 (azaz alternal). (1p)

(ii) Az (Jan|)nen sorozat monoton csokkens. (1p)
(iii) lim |ay,| =0. (1p)
n—oo

(Ha az els6 két tulajdonsag egy kiiszobindextdl kezdve teljesiil, akkor ) an-et tagabb
neN

értelemben vett Leibniz-sornak nevezziik.)

Leibniz-kritérium: Minden (tagabb értelemben vett) Leibniz-sor konvergens. (2p)

Ha > a, Leibniz-sor, és S € R jeldli a sor 6sszegét, akkor minden n € N esetén

neN
n
> ar— S| <lan| (2p).
k=0
. 4 — (—1)" 1 A
b) Minden n € N esetén legyen a, := (—1) N Ekkor nzezNan alternal (1p) ,
lim |a,| = 0 (2p) , illetve (|an|)neny monoton csékkens (1p) , hiszen egy monoton
n—oo

nove, pozitiv tag sorozat reciproka (3p) , tehat a Leibniz-kritérium alapjan ) a, sor
neN
konvergens (2p) .

Hibabecslés: Szintén a Leibniz-kritérium alapjén, ha S jeloli a sor Gsszegét, akkor

|Sog — S| < |aioo] =

viosor P




