ANALIZIS 2. I. potzarthelyi 2023. majus 4.
Mérnokinformatikus szak a-varians Megoldasok

1. feladat (15 pont)

Irja fel az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldéasat, és az y(m) = —2 kezdeti feltételt

kielégits partikularis megoldast:

y — 2ycosx = 3sinze?sn?

Mo. (H) y — 2ycosz =0 yy = C e = C cR (5p)
(D) yip = c(x) eS0T d(x) = 3sinzx c(x) = =3cosz (5p)

=  Yig = yu +yip = Ce?5M% —3cosze?SNT (2p)
—-2=C-3 = CC=1.(3p)

2. feladat (19 pont)

Vezesse be az u = y — 4x 1j valtozot az alabbi differencidlegyenletbe, majd hatérozza meg az

altalanos megoldast! (Elég az implicit alak.)

y = (y — 4z)?

Mo. v +4 = y'. (2p) Behelyettesitve:

u = u? — 4, (3p)

1
aminek megoldasai: y—4z = u = £2 (3p) és/ 5 4du = /1dac (2p) Itt/
u —

1 1 1 1 -2

4/u—2 — u+2du: Zln Z+2‘ (6p) , vagyis az altalanos megoldas
1 y—4x — 2
“ln|lZ¥—" | = 3
4n'y—4x+2‘ r+e  (3p)

u2 —

3. feladat (24 pont)
Oldja meg az y" + 4y = sin? z differencialegyenletet!




Mo. A \?+4 = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei +2i (3p) , tehét vy, = ¢ cos(2x)+co sin(2z))
. 9 1 — cos2x ) . . e
(8p) . sin“z = — (2p) , igy az inhomogén egyenlet megoldasait y;, = A +

Bz cos(2z) + Czsin(2z) (3p) alakban keressiik. Ekkor
4-] yip = A+ Bxcos(2z) + Cxsin(2z)

+0-| i, = —2Bxsin(2z) + 2Cx cos(2x) + B cos(2x) + C'sin(2z) (6p)
1| yj, = —4Bwcos(2z) — 4Cx sin(2z) — 4B sin(2z) + 4C cos(27)

1 1 1 1
4A = 5 —4B =0, 4C = —5 tehat A = é’B =0, C = ~3 (4p) , igy az altalanos
megoldas:
1 xsin(2x) .
Y="Yip+Yn= 3" 8 + ¢1 cos(2z) + co 8in(2x)) (3p)
4. feladat (15 pont)
1 o

Van-e olyan megoldésa az f(n + 2) = f(nlg_ ) + fl(;) linearis rekurzionak, amelyre a Z f(n)

n=1
numerikus sor Leibniz-tipusa sor? Milyen kozelités adhato ekkor az s =~ s1g kozelités hibédjara,

ha f(0) = 27

12 12
oy 1 1 3 1\" "
cayenlet gyikei g = £ g = — (4p) . tehat f(n) = ¢, (3> Te <—> . (2p)
>~ f(n) Leibniz tipust, ha ¢; = 0, (kiilénben nem valtakozo elGjeld, ¢; = 0 esetén viszont
4™ monoton novekedése miatt Leibniz) (4p) , Mivel ¢; + c2 = 2, tehat co = 2 (2p) és a
kozelités hibajara adhatd becslés

n—+1 n 1
Mo. A lineéaris rekurzi6 altalanos megoldasa: 0 = ¢"t2 — g _ L q" < 24 _ >

(3p),

2
|S—Sl()‘ < E

5. feladat (5412+10=27 pont)
a) Ismertesse a gyokkritérium valamelyik alakjat!
b) Konvergensek-e az alabbi sorok?

00 2 0o
n+2\" o= {mn+2\"
b1) ) 2”<n+3) b2) ) \/§<n+3)
n=1

n=1




Mo. a) Tétel kimondasa. (5p)
bl) Gyokkritériummal (2p) :

n? n 2\ 2
lim  {/2n (L”) 2P) 5 Jim (L”) @) 5 i (H3)" (2p) 2¢7 (),

n— 0o n+3 n— 0o

o0
== Z a, konvergens (3p)

n=1

n+3
sor divergens (4p) .

2\" 1
b2) V2 (n i ) (63) — # 0,tehéat nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele, igy a
e

IMSC feladat (2+4-+2=8 IMSC pont) Ebben a feladatban egy igen egyszerti modell segitsé-
gével vizsgaljuk az tiveghazhatasért nagymértékben felelgs metan k(t) légkori koncentréaciojanak
idsfiiggését. A koncentracié két okbol valtozik: egyrészt T = 9 év felezési idGvel bomlik a lég-
kori metédn, masrészt, emberi és természeti folyamatok miatt a metdn koncentracioja allandé c
sebességgel né.

(a) Irja fel a metan k(t) koncentraciéjanak idsfiiggeését leird differencialegyenletet!
(b) Adja meg a k(0) = ko kezdeti feltételt kielégité megoldast! (ko, T és ¢ felhasznalasaval.)

(c) Hataroza meg a kapcsolatot a hosszt id6 alatt kialakulo koo = limy—s 0 k(t) metan koncent-
raci6 és a c kibocsatasi sebesség kozott!

Mo. (a)  k(t)=—Xk(t)+c¢ (2p)

c In2
(b) ka1t (t) = Ae= (1p) ; 1 part = N (1p); A= T (1p) ;
_r r —t/T
k() = In2 ( 0_1r12>2 (1p)
cT
© ko= ()




ANALIZIS 2. I. Zarthelyi 2023. aprilis 13.
Mérnokinformatikus szak a-varians Megoldésok

1. feladat (15 pont)
Irja fel az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat, és az y(0) = 1 kezdeti feltételt
kielégité partikularis megoldast:

y + 3y chx = 3z2e35h®

Mo. (H) ¢ + 3ychz =0 yy = Ce 302 C e R (5p)
@) yp=clx)e?* ... c(x) = 2° (5p)

— Yia = yH+yzp — Ce—3shm + 22'3 e—3sh:t (2p)
1=C+0 = C(C=1.(3p)

2. feladat (17 pont)
Vezessan be az u = J 1j valtozot az alabbi differencidlegyenletbe, majd hatarozza meg

az altalanos megoldast! (Elég az implicit alak.)

,yP—3ay + 227
v= xy — 32
23 2
Mo. 'z +u = y'. (3p) Behelyettesitve: 'z +u = % (4p) , vagyis
2 1
/
—Z. : 3
U= (3p)
aminek altalanos megoldésa
(u—3)?

5 =2In|z| + ¢, (5p)

vagyis az eredeti differencidlegyenlet megoldasa:

5 =21In|z| + c. (2p)



3. feladat (22 pont)
Adja meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldaséat:

yl//+2y//+5yl — 4e—x+5x

Mo. A X3 + 2)\? + 5\ = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei 0,—1 + 2 (3p) , tehat
yn = 1 + e *(caco8(2z) + czsin(2z)) (4p) . Az inhomogén egyenlet megoldasait
Yip = Ae™" + (Bx 4+ C)z (3p) alakban keressiik. Ekkor

5.1 yi,=—Ae " +2Bx+C
2| yg% = Ae‘x_—xl— 2B (5p)
L- ’ yip = —Ae
1 2
—4A =4,10B =5,4B+5C =0, tehat A = —1,B = 3 C = ~% (4p) , igy az
altalanos megoldas:
2 2 _ ,
Y=Yip+yn=— "+ 5 + ¢1 + e (cg cos(2x) + c3sin(27)) (3p)

4. feladat (14 pont)
7
Van-e olyan megoldéasa az f(n + 2) = 3 f(n+ 1) + 2f(n) linearis rekurzionak, amely-

re a Z f(n) numerikus sor abszolut konvergens? Adja meg azt a megoldast, amelyre

n=1

> fn)=3.
7

Mo. A linearis rekurzios altalanos megoldasa: 0 = ¢"*2 — éq”“ —2¢" = q¢"(¢* — 34 2)

1 1\"
egyenlet gyokei g1 = 4, ¢o = ) (3p) , tehat f(n) = 14" + ¢ <—§> . (2p) .

1
> f(n) konvergens, ha ¢c; = 0, (2p) , és ekkor abszolutértéke 3 hanyadost geoetriai

sor, igy a sor abszolut konvergens. (2p) .

Co

3=Zf(”)202'm:—§ (4p),

N =

N[

tehat co = =9 (1p) .



5. feladat (5+19+8=32 pont)
a) Ismertesse a hanyadoskritérium valamelyik alakjat!
b) Konvergensek-e az alabbi sorok? Ha igen, adjon becslést az s &~ sg9 kozelités hibajaral

b1) i Sn—ﬂ b2) i M
(n+3) 7t 4n3 + 6n

n=1

Mo. a) Tétel kimondasa. (5p)
bl) Hanyadoskritériummal (2p) :

i ot @) gy, (0E3) ST T ey 3 H% @ 3y
n—oo n—oo TS5 (n+44) 3nt2 n—oo 7 1+£ 7
. n
== Z a, konvergens (3p)
) = 3n+2 (2p) 3n+2 ;
Mivel (nt3) 7 < 7n+4,1gy
3102
S
n=100 n=100 1— -
2

3n? —1 (2p) 2 1 1
b2) Minorans kritériummal (2p) 1 72 e > g Z s (2p) o és Z — diver-
n n n n n n

gens, tehat a sor divergens. (2p)

IMSC feladat (8 IMSC pont) Egy fa novekedésének sebessége aranyos a maximaélis
elérhetd magassaganak (H) és pillanatnyi magassagénak kiilonbségével. Tegyiik fel, hogy
egy tolgyfa legfeljebb 45 méter magasra né és 10 évesen 5 méter magas. Hany évesen éri
el a 30 méteres magassagot? (A fa méretét iltetésének pillanataban vehetjik nullanak.)

Mo. Legyen h(t) a fa magassaga az lltetéstdl szamitott ¢ id6 elteltével, a feladatban
szerepl6 konstansok pedig legyenek H = 45m, t; = 10év, hy = 5m, hy = h(ty) =
30m, ahol ¢5 a kérdés.



A feladat szovege alapjan a keresett h(t) fiiggvény a
h(t) = \NH - h(t))  (2p)

differencidlegyneletet elégiti ki. A differencidlegyenlet elsérendt, allando egytittha-
tos, inhomogén egyenlet, melynek megoldasa:

hae(t) = Ae ™, hppan(t) =H,  hpa(t) =Ae ™+ H.  (2p)
A h(0) = 0, limy_o, h(t) = H feltételeket kielégité megoldas: h(t) = H(1 — e ™)
(1p) .
H—hy

A h(ty) = hy feltételbs] kapjuk, hogy A = —2F— = BO/8) ahonnan

t1 t1

pt)=H (1-(3/9)""),  (2p)

és a h(ty) = hy egyenlet megoldésa:

In ((H — hg)/H) In(3)
In(8/9) B

to =13 = 93,3 év. (].p)




