Analizis 2. I. zarthelyi 2024. aprilis 11.
Meérnokinformatikus BSc. « varians Munkaidé: 90 perc

1. feladat (18 pont)
Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

o \/34'?42
y = @t a?) (y #0)

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémat.

3y -
y’—;=x362 (x#0), y(1)=¢

3. feladat (20 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

y// _ 4]/ + 3y = 46332

4. feladat (747+8=22 pont)
Konvergensek-e az aldbbi sorok?

n+1\" n . 5" sin(n?)
2 ¥ (i) ) 2 Ty V)

neN neN, n>2

5. feladat (6+14=20 pont)
a) Mit mond ki a (numerikus sorokra vonatkoz6) gyokkritérium?

b) Konvergens-e a
Z 277, —|— 1 "
9n -5

neNt

numerikus sor? Amennyiben igen, adjunk nemtrivélis fels6 becslést az elk6vetett hibara, ha a sor Gsszegét
a 99. részletosszeggel kozelitjik.

6. feladat (plusz 10 pontért)

Adjunk meg egy pozitiv értékii, monoton névé fliggvényt, amelyre teljesiil, hogy a grafikonjanak barmely
pontjéba hizott érints, a ponton atmend fliggsleges egyenes és az x tengely altal meghatéarozott haromszog
tertilete 1.



Analizis 2. I. zarthelyi 2024. aprilis 11.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldasok

1. feladat (18 pont)
Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

o \/S'i'y2

=321 4?) (y #0)

Mo. Szeparalhato differencialegyenlet, a tanult modszerrel:

dy /3492

dz  2y(2+ 22) V3 + 2 V=] a2
Az egyenl@ség bal oldala:
/2y(3 +y)hdy =23+ +C1 (C1ER) (Tp).

Az egyenlGség jobb oldala:

x (2p).

1

1 (2p) 1 / 7z 1 ( x )

——dr=— | ———dor=—arctg| —= | +C2 (C2 €R) (5p).
V2

Tehat a megoldas (implicit alakban):

x

V2

1
2¢/3+ y?(x) = —= arctg <

7 >—|—C’ (C eR) (2p).

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az aldbbi kezdetiérték-problémaét.

3y "
Y- =gt (@£0),  y(1)=¢

Mo. Inhomogén linearis egyenlet, a hozza tartoz6 homogén egyenlet:

3
y — Yoy — yna(r) =Cx® (C€R,zcR\{0}) (6p).

x
(Megoldva szeparalhatoként, vagy a megoldas altalanos alakjanak ismeretébdl.)
Az inhomogén egyenlet megoldasa: keressiik a megoldast y(x) = c(x)x® alakban (ahol ¢ egy R ~— R
differencialhaté fiiggvény) (1p) .
Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

d(x)2® + 3c(z)2® — 3c(x)2® = 23e**  (2p).

——
y' (@) sylz)

x

Ebbdl pedig ¢ (z) = e?®.

1
/ehdxzie%—FD (DeR) (3p),

e?® gy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:

tehat a D = 0 valasztassal ¢(z) := %

3
T xT
yip(2) = c(x)2® = 562 (1p).
Amibdl az altalanos megoldas:

(2p) (1p) 2° 5, 3
Yia(®) = yip(x) +ynalz) = 5 ¢ +Cz” (CeR,zeR\{0}).

Jelolje § a kezdeti feltételt kielégité megoldast. §(1) =e? = C = % (2p) , azaz
3 2

g(x) = %EQI + %x3 (x>0) (2p).



3. feladat (20 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

y// _ 4]/ +3y = 4633:

Mo. Masodrendi, linearis alland6 egyiitthatos, inhomogén egyenlet. A homogén egyenlethez tartozo
karakterisztikus egyenlet:
N4 +3=0 (2p),

gyokei: Ay =1,M2 =3, (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
Yna(r) = Cre® + Coe® (x €R, C1,Co €R)  (4p).
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldéasat
y(r) = Aze®® (z € R,A€R) (4p)

alakban keressiik (rezonancia miatt). Derivalva kétszer (2p) :

y(x) = Aze’® |-3
Y (z) = A(1 + 32)e™ |- (=4)
y'(z) = A(6 + 9z)e3” |- 1.

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
y'(z) — 4y (z) + 3y(z) = 24 = 4e**  (1p)

= A=2 (2p),

tehéat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:
yip(z) =22 (x €R) (1p).
A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

Yia() = Yip(@) + ynalz) =
= 223" + C1e” + Che® (z eR, C1,C2 € R) (2p).

4. feladat (747-+8=22 pont)
Konvergensek-e az aldbbi sorok?

n+1\" n. 5" sin(n?)
2 % (i) 2 V)

neN neN, n>2

Mo. a) Legyen a,, := (%) (n €N).

W A =m0 )

azaz nem teljesiil a sorok konvergenciajanak sziikséges feltétele, ezért > a, divergens (2p) .
neN



b) Legyen b, := ’Z;f; (n € NT).

Ekkor
bupip) (A VP Gl g S LT nsp g (g
by, 2n+2)!  n3-5"  n32n+2)2n+1)
Tehat a hanyadoskritérium alapjan Y b, konvergens (2p) .
neN

c) Legyen ¢, := sin(n?) (neN,n>2).

n?1n(n)

Ekkor minden n € N, n > 3 esetén
1

és > ?12 konvergens, tehat a majorans kritérium alapjan > ¢, abszolit konvergens (2p)
neN neN, n>2

kovetkezésképpen konvergens (1p) .

5. feladat (6+14=20 pont)
a) Mit mond ki a (numerikus sorokra vonatkoz6) gyokkritérium?

b) Konvergens-e a
In -5

neNt

numerikus sor? Amennyiben igen, adjunk nemtrivalis fels6 becslést az elkovetett hibara, ha a sor Gsszegét
a 99. részletosszeggel kozelitjiik.

Mo. a) Legyen (a,)nen nemnegativ tagi szamsorozat (2p) . Ekkor a kovetkez§ allitasok teljestilnek.

e Ha limsup {/a, < 1, akkor a »_ a, sor konvergens. (2p)

n—00 neN
e Ha limsup /a, > 1, akkor a > a, sor divergens. (2p)
n—00 neN

(A gyokkritérium egyéb formainak kimondésa is maximaélis pontot ér.)

n
b) Legyen a,, := (321’%) (n € N*). Ekkor

" (%E)Qn/+'1 n—oo 2

\ n ’~ ]— 3 9
Van =5 —5 g <1 p)

tehat a gyokkritérium alapjan Y a, konvergens (2p) . Minden n € Nt és n > 5 esetén
neN

3
0 S an S g (3P)
tehéat ha S jeldli a sor Osszegét, akkor
99 00 00 n 100 100
(1p) (1p) 3\ " 2p) (3 1 3 8
s_n;an:z%g > (3)®() =)

n=100 n=100
(Minden egyéb helyes, konvergens geometriai sor tagjaival valo fels§ becslés is maximalis pontot
ér.)

6. feladat (plusz 10 pontért)

Adjunk meg egy pozitiv értéki, monoton névé fliggvényt, amelyre teljesiil, hogy a grafikonjanak barmely
pontjaba hizott érints, a ponton atmend fliggsleges egyenes és az x tengely altal meghatéarozott hiromszog
tertilete 1.




Mo. Legyen f ilyen fliggvény és xg € Dom(f). Ekkor a kérdéses haromszog alapjanak hossza:

o (x" T o))~ F(wo)

a magassaga pedig f(zo) (1p) . Azaz minden x € Dom(f) esetén

f2(2)
=1 (2p).
o) L 2P
Szeparéalhato differencidlegyenletet kaptunk, amelynek a fenti feltételek melletti megoldéasai
1
(CeR,z<2C) (3p).

2 (z < 0) fiiggvény megfelel a kovetelményeknek (2p)

Pl. C = 0 vélasztassal az f(z) == —




Analizis 2. I. poétzarthelyi 2024. aprilis 25.
Meérnokinformatikus BSc. « varians Munkaidé: 90 perc

1. feladat (16+6=22 pont)
a) Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

’ V y2+1

- 0, -2
Y= i (z#0,-2)

b) Adjuk meg az Osszes olyan f szamsorozatot, amelyre teljestil az

5 1
f)=3fn=1) = 1/(n=2) (nEN,n>2)
linearis rekurzio.

2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az

v _z oy
;:yﬁ+ﬁ (x#0,y#0)

differencialegyenletet az y(1) = 1 kezdeti feltétel mellett. A megoldast explicit alakban adjuk meg.

3. feladat (18 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

y/// + 2y// — 8€2x

4. feladat (747+8=22 pont)
Konvergensek-e az aldbbi sorok?

a) Zne*"” b) Zarctg(n) ¢) Z(—l)"sm(2n)

neN neN neN

5. feladat (3+15=18 pont)

a) Mikor neveziink egy numerikus sort feltételesen konvergensnek? (Irjuk le a definiciot.)
b) Divergens, abszolut konvergens vagy feltételesen konvergens a
2n —1
I
neN+

sor?

6. feladat (plusz 10 pontért)
Konvergens-e a Y. sin (1) sor?
neN+



Analizis 2. I. poétzarthelyi 2024. aprilis 25.
Mérnokinformatikus BSc. « varians Megoldasok

1. feladat (16+6=22 pont)
a) Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

! 7\/?424_1 (x #0, _2)

y= 2 4+ 22

b) Adjuk meg az Osszes olyan f szamsorozatot, amelyre teljestil az

f) =24 =1) = 1f(n=2) (neN,n22)

linearis rekurzio.

Mo. a) Szeparalhato differencidlegyenlet, a tanult modszerrel:

d V2 +1 1 1
Y _vy T2 + — /7dy :/7(1.7; (2p).
de 22+ 22 V2 +1 2+ 2x

Az egyenlGség bal oldala:

1
/ ————=dy =arsh(y) + C1 (C1 €R) (6p).
NVORES
Az egyenlgség jobb oldala (parcialis tortekre bontéssal):
1 (4p)1 /1 1 (2p) 1
de'="-( [ -dz— [ —=dz) =< (In]z| -1 2 R).
/332+233 o 2( x . xr+2 z 2(n|$| nlr+2)+Cy (Cy €R)

Tehat a megoldas (implicit alakban):

T
T+ 2

In

1
arsh(y(z)) = 3 ’ +C (CeR) (2p).
b) A linearis rekurzidhoz tartozéd karakterisztikus egyenlet:

5. 1
v71A+1:0 (2p),

amelynek gydkei: A =1 Ay = 1 (2p) . Ebbdl a rekurzi6 altalanos megoldasa:

1 n
f(n)=0C4 - <4> +C; (neN) (Cp, CyeR) (2p).
2. feladat (20 pont)
Oldjuk meg az
y_z., v
$_y2+$2 (x;éo,y;éO)

differencialegyenletet az y(1) = 1 kezdeti feltétel mellett. A megoldast explicit alakban adjuk meg.

Mo. Atrendezve:

Legyen u(z) := Y2 (2p) . Ekkor

x




tehat az aj differencidlegyenlet:

Szeparalhato, a tanult modszerrel:

d 1 1
Lo = /quuz/;dx (2p) =

dz w2z

tehét az eredeti egyenlet megoldasa:

y(z) =zy/3Injz|+C (4p).

A megadott kezdeti feltétel melletti megoldast jelolje y, ekkor:

y1)=1 = C=1 (1p) = y(z)=z+v/3mn(z)+1 (1p) (z>0) (1p).

3. feladat (18 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

y/// 4 2y// _ 86296

Mo. Harmadrendt, linearis, allandé egytitthatos, inhomogén egyenlet. A homogén egyenlethez tartozo
karakterisztikus egyenlet:
N +2X2 =0 (2p),

gyokei: A2 =0, A3 = —2, (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
yh’a(.’t) = Cl + CQ!IJ + 036_2I (117 c R, C1, 027 Cg S R) (4p)

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat keressiik y(z) = Ae?* (x € R, A € R) alakban
(nincs rezonancia) (2p) . Derivalva haromszor (3p) :

y(z) = Ae®®
Y (z) = 24e**
y'(x) = 4A4e*®

y" (r) = 8Ae**

= N O O

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

1646 = 8e?* — A= (2p),

DN | =

tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldésa:

Yip(x) = %ezx (x eR) (1p).

A differencialegyenlet altalanos megoldasa:

Yi.a(2) = Yip(®) + ynalr) =

2x
= 67 + Cy + Cox + 036_276 (.%‘ eR, C1,Cs,C3 € R) (2p).

4. feladat (7+7+8=22 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok?

a) Zne_”_Q b) Zarctg(n) c) Z(_l)nsm?fn)

neN neN neN




Mo. a) Legyen a,, :=ne "2 (n € N). Ekkor

(2p) {I/E n—soo 1
a2k 221 o1 (3p),
fin ede? e< (3p)

Teh4t a gyokkritérium alapjan Y a, konvergens (2p) .
neN

b) Legyen b, := arctg(n) (n € N).

b, " 2T 20 (1p),
(4p)27é (1p)

azaz nem teljesiil a sorok konvergencidjanak sziikséges feltétele, ezért > b, divergens (2p) .
neN

¢) Legyen ¢, := (—1)"5“13(# (n € N).
Ekkor minden n € N esetén

1
n < o= 5 )
eal < 55 (5P)

és Y. (%)n konvergens, tehat a majorans kritérium alapjan > ¢, abszolut konvergens (2p)
neN neN
kovetkezésképpen konvergens (1p) .

5. feladat (3+15=18 pont)

a) Mikor neveziink egy numerikus sort feltételesen konvergensnek? (Irjuk le a definiciot.)
b) Divergens, abszolat konvergens vagy feltételesen konvergens a
n2n—1
Z (=1) n? +2
neNt

sor?

Mo. a) Egy numerikus sort feltételesen konvergensnek neveziink, ha konvergens és nem abszolat konver-

gens. (3p)
b) Minden n € N esetén 1 (—1)n 2L B

inden n esetén legyen a, 1= (—1)"———. or

S "o 1 i
lan| 2 55 =5~ (neNT) (3p),

ésa > - sor divergens, azaz a minorans kritérium szerint a Y a,, sor nem abszoltt konvergens (2p).

neN+ neN
A > ay sor alternal (1p) , lim |a,| =0 (2p) , illetve

- 2n+1 2n —1
(n+1)2+2 " n?2+2

s 2n+1)n*+2) < (2n—1)(n? +2n +3)

s w4 nP+an+2<2mP+3n2+4n—3

& 5<2n & n>2 (4p),

lant1| < lag|

azaz (|an|)nen egy kiiszobindextsl kezdve monoton csokkend (1p) . A Leibniz-kritérium alapjan

a > ay sor konvergens (1p) , kovetkezésképpen feltételesen konvergens (1p) .
neN



6. feladat (plusz 10 pontért)
Konvergens-¢ a »_ sin (1) sor?
neNt

P iy sin(z) . 1 . . 3 PR PPN TP
Mo. Sejtés: divergens, mert $hi% ——=1éa ng\:ﬁ - sor divergens (2p) . Az el6bbi hatarérték és az

atviteli elv alapjan (2p) legyen N € N olyan, hogy minden n € N és n > N esetén

(1

sin (5) 1 . 1 1

—E > - & s — | > — (4p).
7 2s e (1) 2, )

n

A 3 5L sor divergens, tehat a minordns kritérium szerint a > sin (1) sor is divergens (2p) .

neN neN+t




Analizis 2. I. potpétzarthelyi 2024. janius 4.
Meérnokinformatikus BSc. Munkaidé: 90 perc

1. feladat (18 pont)
Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

, 2241

yev
2. feladat (21 pont)
Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémaét.
ay' —2y=2x (x#0), y(2)=0
3. feladat (21 pont)
Adjuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos megoldasat.
y' =2y +y=8e""+ 5z

4. feladat (8+8+8=24 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok?

n+1)2 _nf{n+3 " 2n% 4+ 2n+1
) 3 o n e (i) )2 s

neN+ neN

5. feladat (6+10=16 pont)
a) Mit mond ki az integralkritérium?
b) Konvergens-e a

1
> o
nEN w2 2n1n(n)

numerikus sor?



Analizis 2. I. potpétzarthelyi 2024. janius 4.
Mérnokinformatikus BSc. Megoldasok

1. feladat (18 pont)
Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet. (A megoldast elég implicit alakban megadni.)

, 2241

yey

Mo. Szeparalhato differencidlegyenlet, a tanult médszerrel:

dy 22+1

- Y — 2
d = e = /ye dy—/x +1dz (2p).

Az egyenl@ség bal oldala (parcialis integralassal):

/yey dy(?)yey - /ey dy(g)yey —e+C; (Ch €R).
Az egyenlGség jobb oldala:
23
/x2+1dx: T hetC (G ER) (6p)
Tehat a megoldas (implicit alakban):

3
y(z)e!® — V(@) = % +2+C (CER) (2p).

2. feladat (21 pont)
Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémaét.

ay' =2y =2z (x#0), y(2)=0

Mo. Atalakitva:
- 2y=2 ()
Yy :L'y = p

Inhomogén lineéris egyenlet, a hozzé tartozé6 homogén egyenlet:
2
y — Y= 0 = ypalz)=C2* (CeR,zeR) (7p).

(Megoldva szeparalhatoként, vagy a megoldas altalanos alakjanak ismeretébdl.)

Az inhomogén egyenlet megoldasa: keressiik a megoldést y(z) = c(x)x? alakban (ahol ¢ egy R — R
differencialhato fiiggvény) (1p) .

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:

d(z)z* — 2c(z)x +2¢c(x)r =2 (2p).
—_—

——
Yy (x) 2y(z)
Ebbdl pedig ¢/ (z) = 3.
/—dxf ——+D (DeR) (2p),
tehat a D = 0 valasztassal ¢(z) := —=2, igy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:

yi_,p(:r) =c(z)2z® = -2z (1p).
Amibdl az altalanos megoldéas:
via(@) 2 yip(@) + ypae) 204+ Ca® (CER zeR).
Jelolje y a kezdeti feltételt kielégité megoldast. §(2) =0 — C =1 (1p), azaz
j(z) = 2z 4+2> (1p) (ze€RT) (1p).

(Alternativ megoldas: u(x) := @ helyettesitéssel...)



3. feladat (21 pont)
Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

Yy’ — 2y +y=8e""+ 5z

Mo. Masodrendd, linearis, allando egyiitthatos, inhomogén egyenlet. A homogén egyenlethez tartozo
karakterisztikus egyenlet:
M2 +1=0 (2p),

gyokei: A2 =1, (2p) . Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldésa:
yna(z) = Cre® 4+ Coze® (x €R, C1,C2 € R) (5p).
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldéasat
ylx)=Ae*+Bx+C (xeR,A B,CcR) (3p)

alakban keressiik (nincs rezonancia). Derivalva kétszer (2p) :

y(x) =Ae "+ Bx+C 1
y'(x)=—-Ae™" + B |- (=2)
"(z) = Ae™ " [-1

Behelyettesitve a differencidlegyenletbe:
y'(x) — 2y (z) +y(x) =4Ae "+ Bt + C —2B =8¢ " + 5z (2p)
= A=2,B=5C=10 (2p),
tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldésa:
Yip(x) =27 +5x+10 (z€R) (1p).

A differencialegyenlet altalanos megoldasa:

Yia(@) = Yip(2) + yna(z) =
=2e "+ 52+ 10+ Cie” + Chze” (z €R, C1,C2 €R) (2p).




4. feladat (8+8+8=24 pont)
Konvergensek-e az alabbi sorok?

n+ 1) n(n+3\" 2n? +2n+1
0 ¥ s n e (25) ) D it

neN+t neN neN
Mo. a) Legyen a,, := (":})2
ant1(2p) (R +2)*  (2n)! (2p) (n+2)° n—oo

G @il mr1? . @roeatOmynE  0St (2P

azaz a hanyadoskritérium alapjan a > a, sor konvergens (2p) .
neNt

b) Legyen b, :==e™" (%)n (n €N).

2p) 1 Nn+3 nse 1
Vb, =" —- — - <1 (2p),
e n+2 (2p) e (2p)

tehat a gyokkritérium alapjan > b, konvergens (2p) .

neN
2
¢) Legyen ¢, := 25-£204L (n € N).
Minden n € N esetén
S 2n? 2 (4p)

c — = —

"= 9n3  9n P
ésa », % sor divergens (2p) , tehat a minorans kritérium alapjan > ¢, divergens (2p) .

neN neN

5. feladat (6+10=16 pont)
a) Mit mond ki az integralkritérium?
b) Konvergens-e a
>
2
neN, n>2 2nln (n)

numerikus sor?

Mo. a) Legyen f : [1,4+00[— R, monoton csokkend fiiggvény (2p) . Ekkor

Y fn) <40 & /f(:c) dz < +c0.  (4p)
n=1 1
b) Legyen
1
= >2 2p).
@)= g @22) (2p)
Ekkor f nemnegativ, monoton csékkens (2p) .
i ! 1 1 1°
11 IPSNNCON SN (1p)
/ flw)de = blggo 2/ x (In(z))~" dz 2 blggo { ln(;l:)]g62
2 2

*ll'm ! — ! ap 1 < 400
T 2050 \In(2) (b)) ~ 2m(2)

tehat az integralkritérium alapjan > f(n) konvergens (1p) .
neN, n>2




