1. Fiiggvénysorok

1. Bevezetés és definicidk

A végtelen sorokndl tanultuk, hogy az
l+z+a?+ - +a™+...

végtelen Gsszeg |z| < 1 esetén konvergens. A fenti végtelen
Osszegre ugy is gondolhatunk, hogy végtelen sok fiiggvényt
adunk Ossze és ezt vizsgdljuk. Ez vezet el a kovetkezo
fogalomhoz:

1. definicié. Legyenek f,(z), n = 1,2,... olyan
fliggvények, amelyek kozOs értelmezési tartoméanya I.
Ekkor a beloliik képzett fliggvénysoron az

fi(@) + fo(2) + -+ falz) + ...

kifejezést értjiik, ahol x € I.

Egy konkrét xy € I értéket behelyettesitve a kdvetkezd
végtelen sort kapjuk:

Ji(xo) + fa(xo) + -+ fulxo) + ...
Ez vagy konvergens vagy divergens.

2. definicié. Azon zg € I szamok halmazat, amelyekre

fi(xo) + falzo) + -+ fulzo) + ...

konvergens sor, az

fi(x) + falx) + -+ falz) + ...

fliggvénysor konvergenciatartomanyanak mondjuk.

Példak:

1. Hatarozza meg az
00
Zenm:6£+62m+€3£+"'+6nm+...
n=1

fliggvénysor konvergenciatartomanyat!

Megoldas: A fenti fliggvénysor egy e® hdnyadosi
mértani sor, ami pontosan akkor konvergens, ha
|e®| < 1. Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha = < 0,
tehat a konvergenciatartomany a negativ szamok hal-
maza.

2. Hatéarozza meg az

cos?z cosPx cos" x

e n
ZCOS x + ot

n 2 3 n
n=1

= cosx+

fliggvénysor konvergenciatartomanyat!
Megoldas: A gyokkritériumot alkalmazzuk:

cos™ xg

n

lim

= | cos x|
n—oo

Ha | cos zo| < 1, akkor a vizsgélt fiiggvénysor abszoltit
konvergens, tehat konvegens.

Tudjuk, hogy —1 < coszp < 1. Kiilon meg kell
vizsgélni a cosxg = 1 és a cosxg = —1 eseteket.

Ha cosxzy = 1, akkor a fliggvénysor a kovetkezd
végtelen sort adja:

1+ L + = + et = +
2 3 n
ami egy divergens sor. A coszy = 1 egyenlet pontosan

az xg = 2k7 esetén teljesiil (k egész szdm).

Ha coszy = —1, akkor a filiggvénysor a kovetkezd
alterndalo sort adja:
1 1 1 1
e N 1 ) L
to-gtg =" +(=1) —t

ami egy konvergens sor a Leibniz-kritérium alapjan.
A cosxzy = —1 egyenlet pontosan az xg = 7 + 2k7
esetén teljesiil (k egész szam).

Osszefoglalva kapjuk, hogy a konvergenciatartomany
a valés szamok halmaza kivéve a 2k alaki szdmokat.

2. Hatvanysorok

Ebben a fejezetben egy specidlis, de alkalmazds szem-
pontjabdl alapveté fontossdgu fiiggvénysort targyalunk.

3. definicié. Az z =
nevezzik a

0 hely koriili hatvanysornak

o0

n __ 2 n
g Ch =cCo+crx+cox+---+cpr + ...
n=0

alaku figgvénysort. Az z = a koriili hatvanysor:

Z cn(x—a)” =
n=0

cotei(x—a)+tear—a)?+-Felz—a)"+....

Itt az a szdmot a hatvanysor kozéppontjanak, a cg,c1,co
valds szamokat pedig a hatvanysor egyilitthatdéinak
nevezzik.

Példa

1. Hatarozza meg az
1 1 1\"

hatvanysor konvergenciatartoméanyat és adja meg a
fenti sor altal definidlt fiiggvényt a konvergenciatar-
toményban!

Megoldas: A fenti hatvanysor egy olyan mértani sor,



x

amelynek els6 eleme 1 és hdnyadosa —%3. Ez pon-

tosan akkor konvergens, ha

z—3
— <1
.
azaz,
0<z<6.
Ekkor az eléallitott fliggvény a mértani sor
Osszegképlete szerint:
1 3
—_— ==,
1-(=57) =
2. Hatdrozza meg a y .~ % hatvanysor konvergenci-

atartomény4t!
Megoldas: Az xq valés szam akkor lesz benne a kon-
vergenciatartomanyban, ha a

o0
x
>
n=0

végtelen sor konvergens. Alkalmazzuk a hanyados
kritériumot a konvergencia eldéntésére:

|5

3

Zntl
0 o

lim [N = i ‘0<1,

n—oo Lo n—o00 n/+—1

n!

ezért minden valés xg esetén konvergens sort kapunk,
tehdt a konvergenciatartomany a valds szamok hal-
maza.

‘ 0o n.n .
3. Hatdrozza meg a )~ n"z" hatvinysor konvergen-
ciaratomanyat!
Megoldas: Az x( valds szam akkor lesz benne a kon-
vergenciatartomanyban, ha a

oo
E n"xy
n=0

végtelen sor konvergens. Alkalmazzuk a
gyokkritériumot a konvergencia eldontésére:

lim ¢

[nPal| = lm |nzg| = +o0,
n— oo n— oo

ha zg # 0, ezért minden xg # 0 esetén divergens
sort kapunk, tehdt a konvergenciatartomdny a {0}
halmaz.

Az aldbbiakban azt mutatjuk meg, hogy néz ki
egy konvergenciatartomany és hogyan lehet egyszeriien
meghatarozni azt.

1. tétel (Hatvdnysorok konvergenciatétele). 1. Ha
[e%S) n ¢
a » . oanx™ hatvanysor konvergens valamely
x = ¢ # 0 szam esetén, akkor abszolut konvergens
minden z esetén, ha |z| < |c|.

2. Haa > ° a,z™ hatvanysor divergens valamely = =
d szam esetén, akkor divergens minden x esetén, ha
|z > |d].

Bizonyitas:

1. Ha ) °  anc™ konvergens, akkor tudjuk, hogy

lim a,c"” =0,
n—oo

ezért 1étezik N egész, hogy n > N esetén
lanc™| < 1,

azaz

Innen kapjuk, hogy ha |z| < |c|, akkor n > N esetén
x n
lanz™| < ’f‘ .
c

Ezért a Y .7 an|z|" végtelen sorbél formalt s,
részletosszegre felsé becslés (feltehets, hogy n > N):

lao| + |a1z| + |agz?| + -+ + |aN_1xN—1|+

|aNxN| + \aN+1xN+1| + -+ ana”| <

lao| + |arx| + |aga®| + -+ + lay 1™ 7|+

x| N N+1

C

X

C

konvergens végtelen sor.

2. Ha valamely z esetén |z| > |d| és Y, a,z™ konver-
gens lenne, akkor a Tétel els6 (mar bizonyitott fele)
szerint Y~ ja,d™ is konvergens lenne, ami ellent-
mondas. l

A fenti tétel alapjén mdr konny( lefrni a Y a,z"
hatvanysor konvergenciatartoményat: Ha létezik olyan
¢ # 0 valés szam, amelyre > a,c" konvergens végtelen
sor és létezik d valds szam, amelyre Zf:o and™ divergens
végtelen sor, akkor R-rel jelolve a

oo
{l] : Zanc” konvergens}
n=0

halmaz legkisebb fels6 korlatjat kapjuk, hogy olyan z-re,

amelyre || < R a
oo
5
n=0

konvergens lesz, mivel R definicidja szerint van olyan
¢ valés szém, amelyre |z] < |¢] < R és > 7 anc”
konvergens végtelen sor, de ekkor az el6z6 tétel 1. szerint
oo o anx™ is konvergens lesz.

Misrészt, ha valamely d valés szdm esetén |z| > R, akkor
R definicidja miatt ZZOZO apx™ divergens lesz.



Ha nem létezik olyan ¢ # 0, amelyre ZZOZO anc™ konver-
gens, akkor ez azt jelenti, hogy a konvergenciatartomény
a {0} halmaz; mig ha olyan d nem létezik, amelyre
ZZOZO and™ divergens, akkor a konvergenciatartomany a
valés szdmok halmaza.

Osszefoglalva és most mar a kézéppontu hatvanysorokra
kimondva kapjuk, hogy:

2. tétel. A

o0

Z an(x —a)”

n=0
hatvanysor konvergenciatartomanya kovetkezOképpen
nézhet ki:

1. Létezik R > 0, hogy ha |z —a| < R, akkor konvergens
a hatvanysor, mig ha |z — a| > R, akkor konvergens.
Kiilon kell meggondolni az x = a+ R szdmok esetén a
konvergencidt; eszerint a konvergenciatartomany egy
nyilt vagy félig nyilt, félig zart vagy egy zart interval-
lum lehet.

2. A sor csak az ¥ = a esetén konvergens, egyébként
divergens.

3. A sor minden valés szam esetén konvergens.

A fenti tételben szereplé R-et konvergenciasugarnak
hivjuk. Ha létezik a lim 3/|a,| hatdrérték, akkor a kon-
n—oo

vergenciasugarat konnyti meghatarozni:

3. tétel. 1. Ha létezik a 0 < lim {/]a,| < oo
n—oo

harérérték, akkor

R = lim

1
n—00 1"/|an| )

2. Ha lim {/|a,| = 0, akkor a konvergenciatartomany
n— oo

a valds szamok halmaza.

3. Ha lim {/|ay|
n—oo
az {a}, azaz a hatvdnysor csak x = a esetén konver-
gens.

00, akkor a konvergenciatartomany

Bizonyitas: Csak 1.-et bizonyitjuk: Ha a

>0 o an(®o — @)™ konvergens, akkor
Vlan||lzo — al™ = |zg — a| lim {/]a,| <1,
n—oo

1
[z —a| < f———=

hmn—)oc v/ an

Haa ) 7 an(zo — a)" divergens, akkor

lim y/|an||zo — a|® = |zo — a| im {/]a,| > 1,
n—oo n—roo

lim
n—oo

azaz

azaz

1
To—a| > ————.
| | lim Y/|an|
n—oo
Innen kapjuk, hogy
1

|z —al <

lim {/|ay|
n—oo

7 (o)
esetén konvergens a » >~ an(x —
ha

a)™ végetelen sor, mig
1

lim /|a,|’

n—roo

|z —a| >

akkor divergens. Ez mutatja, hogy a konvergenciasugar
1

lim Y/|an|

n— oo

Megjegyzés: Az el6z6 tétel mintdjara meg lehet mu-
tatni, hogy
a
R= lim |—"

n— oo

Y

Ap41
ha ez a hatdrérték 1étezik (végtelen is lehet).

Osszefoglalva: A

Z an(z —a)”

n=0

hatvanysor konvergenciatartomanyanak meghatarozasa a
kovetkezéképpen torténik:
Kiszamoljuk a R konvergenciasugarat:

1
= ——F = lim

lim ¥ /|an| n— 00

n—oo

Qn

Ap+1

Ez alapjan

1. ha R = 0, akkor a konvergenciartamény a {a} halmaz,
azaz csak x = a-ban konvergens a sor;

2. ha R = +o0, akkor a konvergenciartamany a
valés szdmok halmaza (mindeniitt konvergens a
hatvanysor);

3. ha R pozitiv valés szam, akkor a hatvanysor konver-
gens az
Ja—R,a+ R]

nyilt intervallumban és divergens a
] —o00,a— R[és |a+ R, 0]

nyilt félegyeneseken. Az x = a — R pontrdl a
o0

E an(—R)™ végtelen sor konvergencidja, mig az x =
n=0

oo
a+ R pontrdl a Z a, R™ végtelen sor konvergencidja

n=0

dont.



Példa: Hatdrozza meg a

oox 2 3
Z—_x+—+—+
o n 3

hatvanysor konvergenciatartoméanyat!

Megoldas: Nyilvan a kozéppont a = 0 és az egyiitthatok
a, = % Emiatt

limy, o0 Py

ezért a hatvanysor konvergens a | — 1, 1] nyilt intervallum-
ban és divergens a | — oo, —1[ és |1, oo[ félegyeneseken.
Ha z =1, akkor a

[ee]

Zl—1+1+1+
no 2 3 7

n=1

harmonikus sort kapjuk, amirdl tudjuk, hogy divergens.
Ha z = —1, akkor a

I St
= St

alterndlé sort kapjuk, ami a Leibniz-kritérium alapjan
konvergens.

Igy a konvergenciatartomany a [—1,1] balrél zart,
jobbrél nyilt intervallum.

A kovetkez6 tétel azt mondja, hogy egy hatvanysor altal
megadott fliggvény derivalasa és integrdlasa a hatvanysor
tagjainak derivaldsat és integraldsat jelenti.

4. tétel. 1. Ha a

Z en(z—a)®

hatvanysor a — R < x < a + R esetén konvergens,
akkor meghatédroz egy Ja— R, a+r[ nyilt intervallumon
1év§ f(x) fuggvényt, amelyre

= Z ez —a)”

n=0

Ennek a fiiggvénynek minden n-re 1étezik a derivaltja,
amit az eredeti sor tagjainak derivédlasaval kapunk

meg:
oo
= Z can(z —a)™ !
n=1
"(x) = Z can(n —1)(z —a)" 2
n=2
stb.

2. A ]Ja— R,a+ R[ nyilt intervallumon a

>o o

hatvanysor szintén konvergens lesz és minden a — R <
x < a + R egyenlotlenségnek eleget tevd x esetén

x_an+1

n+1

_ n+1
/f dﬂ?—chz )" e
Példa: f(z) = arctgx hatvénysora:
1 1
/ - = :]‘7 2 47 6 T ee.
) 1422 1-—(—2a?) AT ’
ezért
[rww=[1-2vat s
o B .
-+ 4. 4C
x 3+5 7+ +C,
de
03
0=arcth:0—§+_..._~_C:a
lgy
P I S ¢
arctx:x—§+€_7+_._.,

ha 2% < 1, azaz —1 <z < 1.
3. Taylor-sorok

Az f(x) figgvényt akarjuk hatvdnysorként felirni, azaz
rogzitett a mellett olyan a,-eket keresiink, amelyekre

o'}
E x—a

ap+ai(z —a)+ax(z—a)?+-- +an(r—a)" +...

Tegyiik fel, hogy f(z) végtelen sokszor differencidlhaté az
a egy kornyezetében. Ekkor

(o]
= Z nan(x —a)" !
n=1

(@)= n(n - Day (e — )"
n=2
@) =3 nln—1)(n - 2ag(x — )"
n=3

stb. Behelyettesitve a-t kapjuk, hogy

fla) =ag



és altalaban

™ (a) = nlay,
azaz
AR

n!

Qn

4. definicié. Legyen f(x) egy olyan fliggvény, amelyik
végtelen sokszor differencidlhaté egy olyan intervallum-
ban, amelynek belsé pontja a. Az f(z) fiiggvény altal
generalt Taylor-sor az x = a helyen:

(k) (g
Zf k'( )(:c—a)k:

——(r—a)"+....

Az f(x) fliggvény &ltal generdlt Maclaurin-sor az x = 0
helyen vett Taylor-sor:

— f*(0)
k; o

)

f"(O) 2 AN S

J(0)+ f(0)x + o

Példa: Hatdrozza meg az f(x) = % fliggvény a = 2-beli
Taylor-sorét!

Megoldas: Nyilvan
F(@) =~

(@) = (=1)(-2)z27°
f"(x) = (~1)(-2)(=3)z~"

és altalaban

FM(z) = (=1)"nlz= Y,

Ezért
f2) (=t (-1)n
nl n! - ogn+l?
tehat a Taylor-sor:
1 z-2 (x-2?7 (z-2)°
2 22 23 24 Y

ami egy egy % els6 tag, —%‘2 hanyadosti mértani sor. Ez
nyilvan megfeleld, mivel
1 1

2= (-52) @

és ez akkor teljesiil, ha

azaz
O0<z<4.

A kovetkezbkben arra keressiik a vélaszt, hogy a Taylor-
sor mikor allitja el6 a fliggvényt. Ehhez az 1. félévben
tanult Taylor-tétel nyuijtja az alapot:

5. tétel (Taylor-tétel). Ha az f(x) fiiggvény az a € I in-
tervallumon akarhényszor differencialhaté, akkor minden
n pozitiv egész és x € A esetén

fa) = fl@) + F@)e—a)+ 10 @ g

") (a
+f n!( )(xfa)”+Rn(ac),
ahol f( +1)( )

egy a és x kozotti c-vel.

Példa: Bizonyitsuk be, hogy minden valés = esetén

n 2 m3 "
!

o0
@ _ r_ ror oL
e—;n—l+x+2!+3!+ ot

Megoldés: Irjuk fel az f(z) = e* fiiggvény Maclaurin-
sorat! Ekkor

fM(z)=e" = f™(0) =1,

ezért a Taylor-tétel szerint
2 n
@ _ T
e*=1l+a+ o+ +n!+Rn(x),

ahol

egy 0 és = kozotti c-vel.
Ezért, ha = < 0, akkor

n+1
|R,(2)| < (Lf+ 1 — 0, han — oo
Ha x > 0, akkor
n+1
|Rn(z)] < e” (:LUL_ o — 0, han — oo.

Ezért tetszoleges valds x esetén

lim R,(x)=0,

n—oo



ahonnan mar kovetkezik az 4llitds.

Kovetkezmény: Ha = = 1 az el6z6 példaban, akkor azt
kapjuk, hogy

o0

1
:ZE

n=0

1 1 1
S T

_ 1
c=e=l+ltgty nl

A fenti gondolatmenetbdl adédo allitas a kdvetkezd
tételben fogalmazhaté meg:

6. tétel. Ha létezik M konstans, amellyel x és a kézotti
valamennyi t esetén

|FOHD ()] < M,

akkor a Taylor-tételben szerepld R, (z) maradéktag
kielégiti az
|.T,’ _ a|n+1
R, (z)] < M2 "9
()] < (n+1)!

egyenl6tlenséget. Amennyiben ez a feltétel teljesiil minden
n-re, akkor f(x) Taylor-sora f(x)-et allitja eld.

Példa:

1. Minden valds x esetén

x2S 2T

a—a“rﬁ——F....

sinx =x —

Megoldés: Legyen
f(z) =sinz = f(0)=0
() =cosz = f'(0)=1
f'(z) = —sinz = f"(0) =0
f"(x) = —cosz = f"(0) = —1
@) =sinz = fD0)=0
fOz) =cosz = fO0)=1

stb. Innen a Taylor sor:

3 25 A
BT e
Mivel
fH)(2) = £sina vagy + cos,
ezért

F @) <1,

ami bizonyitja az allitast.

2. Hasonléan bebiznyithat6, hogy minden valds x esetén

2 4 6 8

T
COSI:C:17?+E7E7§+7,

de tgyanez kovetkezik abbdl is, hogy
(sinz) = cosz
és

JS3 .235 337 ,_1 332 3?4 IG

. A cosx Taylor-sordbdél, mar a cos2x Taylor-sorat

konny{t meghatarozni, csak a cos x Taylor-sordban az
x-et 2x-re kell cserélni:
(2x)* | (22)*  (22)°

cos2x =1— T + TR +—...

. Hatdrozzuk meg az f(x) = (14x)™ Taylor-sorat, ahol

m valds szam.

Megoldas: Konnyen igazolhaté, hogy tetszbleges
pozitiv egész n esetén

f™ @) =mm—-1)...(m—n+1)1+z)™",
ezért
™) =m(m—1)...(m—n+1),
ahonnan a Taylor sor

-1
1+mm+%x2+...+

mm—1)...(m—n+1)

"+ ...
n!

Ha m nemnegativ egész, akkor a Taylor-sor m + 1
darab nemnulla tagot tartalmaz és binomidlis tételt
kapjuk vissza.

Ha m nem nemnegativ egész, akkor végtelen sok tagja
van a Taylor-sornak. Igazolhatd, hogy |x| < 1 esetén
konvergens a sor és eléallitja (1 + z)™-et.

Alkalmazésok:

1
1. Hatdrozza meg 1072 pontossiggal az fe_iczdm
0

hatérozott integralt!
Megoldas: Az e* Taylor sorabol kapjuk, hogy

z* 28 a8

—z? _ 2 oo s
e =1—-=z +2! 3l +4! +...,

1
4 6 8 10

—2? g 2 r r r _

/e dxf/l x+2! 3!+4! 5!+ .o.dr =

0



CU?’ SUS (E7 x9 {EH

S T TR TR o
TS S R S S
3 10 42 216 1320 Y

ahonnan kapjuk, hogy egy megfelel§ kozelités a

+ -] =

3 10 42 216’

(Valgjaban a hibat pontosan meg kellene becsiilni de
ez a kovetkezd két tagra rdnézve hihetd.)

. Hatarozza meg a

. sinzx—=x
lim ——
x—0 .133
hatérértéket!
Megoldas: Mivel
x3 n 2 n
sine =x — — = — + —
3! 5! 7! ’
ezért
CL‘S Is £7
i ST =T (m sTtE—wt x
im = lim
x—0 Jj?’ x—0 x3
S A 1
lim —3 + Tt =
x—0 ,1‘3
i 1 x? x4
lim —— + = — o — = —=



