1. LINEARIS ALGEBRA
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1. Linedaris egyenletrendszer 5 5 10 | 42

1.1. Bevezetés ¢s definiciok Ahhoz, hogy a maésodik és a harmadik sorbdl

Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert: kikiiszoboljik az z-et, ezért a masodik és harmadik sorbél
vonjuk ki az els6 sor duplajat:

2¢ + 4y + 6z = 28

r + y + z =6 L1 116

20 4+ by + 10z = 42 0 2 416
0 3 8[30

Cseréljiik fel el6szor az els6 és a méasodik sort: Osszuk el a mésodik sort kettével:

r + y + z = 6

1 1 1] 6

Ahhoz, hogy a mésodik és a harmadik egyenletbdl Ahhoz, hogy a harmadik sorbdl kikiisz6boljiikk az y-
kikiiszoboljiik az x-et, ezért a masodik és harmadik egyen- ¢ vonjuk ki a harmadik egyenletbél a mésodik sor

lebdl vonjuk ki az els6 egyenlet duplajat: haromszorosat:
T + y + z = 6 1 1 116
2y 4+ 4z = 16 01 218
3y + 8 = 30 00 216
Osszuk el a masodik egyenletet kettovel: Végezetiil osszuk el a harmadik egyenletet sort:
y + 2z = 8 01 218
3y + 8 = 30 0 0 1|3
Ahhoz, hogy a harmadik egyenletbol kikiiszoboljik az Ez alapjan felirva az eredetivel ekvivalens linearis egyen-
y-t, vonjuk ki a harmadik egyenletb&l a méasodik egyenlet letrendszert:
haromszorosat:
r + vy + =z = 6
r + y + =z = 6 y + 22 = 8
y + 2z = 8 z = 3
2z = 6

aminek ismerjilkk a megoldasat:

Végezetiil osszuk el a harmadik egyenletet kettével: )
z=3, y=2¢éx=1.

r + y + z = 6
y + 2z = 8
z = 3
A cél, hogy adott a;; és b; valds szamok esetén megold-
Innen alulrdl felfelé olvasva kapjuk, hogy juk az m egyenletbdl 4ll6, n ismeretlent tartalmazé aldbbi
egyenletrendszert:
z=3, y=2ésx=1.

Vegyiik észre, hogy menet koézben mindig leirtuk a ai1r1 + apexe +---+  aipxn, = b1
valtozdkat, pedig valdjaban csak az ¢ egyiitthatoikkal ma- as1r1 + asexe +---+  aspx, = be
nipuldltunk, emiatt az egész szamolast roviditve egy 3 x 4-
es tablazatot hasznalva is elvégezhettiik volna. Ehhez tek- ‘
intsiik a kovetkezs tablézatot: Uit + AmaTz et @ = b,

9 4 698 azaz meg ke-ll hatff:iroznunk az Osszes olyan (z1, xa,...,Tn)-

11 1l 6 et, amely kielégiti az egyenletrendszert.

2.5 10]42 Ehhez ekvivalens atalakitasokat végezhetiink, ezért a
Cseréljiik fel el6szor az elsé és a masodik sort: megengedett miiveletek:



1. két sor felcserélése;

2. egy egyenlet ¢ # 0 szdmmal vald szorzésa,

3. egy egyenlet c-szeresének hozzdaddsa egy masik

egyenlethez.

Ahhoz, hogy mindezt egyszerlien elvégezhessiik,

tablazatot hasznaljuk.

1. definicié. A fenti egyenletrendszerbdl formalt

egyltthatomatrix:
a1 ai12 . A1n
a1 a2 . agn
A =
am1 QAm2 cee Qmn

b1

b2

b= .

bm,

A kib&vitett matrix:

a1 a2 ... Qg | b
ag1 a9 N a9n, b2
am1 Am2 ... Omn bm

és altaldban matrixnak neveziink egy olyan tablazatot,

amely téglalap alaki és szamokat tartlamasz.

Az aldbbi definicidra épiil a megoldasi mdédszeriink:

2. definicié. Egy matrix redukalt 1épcsés alakid, ha

1. Barmely sorban az elsé nemnulla tag 1.

2. Barmely két egymast koveté nem csupa 0-kat tartla-

mazd sorban az elsd 1-es a fentiben van elobb.

3. A csupa nulldkat tartalmazé sorok a matrix utolséd

soraiban vannak.

1.2. Gauss-kikiiszobolés

A cél az, hogy a kib&vitett matrixot redukélt lépcsés

alakra hozzuk a kovetkezd sormiiveletek segitségével:
1. két sor felcserélése;

2. egy egyenlet ¢ # 0 szdmmal vald szorzasa,

3. egy egyenlet c-szeresének hozzaadasa egy masik
egyenlethez.

A fenti feladatot oldja meg az in. Gauss-kikiiszobdlés
vagy mas néven Gauss-eliminacié. Ez a kovetkezd algorit-
must jelent:

1. Ha az els6 oszlopban csak 0-k vannak, akkor takarjuk
le ket és tekintsiik a maradék matrixot. Ha ennek
els6 oszlopdban szintén csak 0-k vannak, akkor ezt is
takarjuk le és ezt addig folytassuk, amig nem taldlunk
olyan oszlopot, amelyben van nemnula elem. Ha ilyen
oszlop nincs, akkor az algoritmusnak vége, a matrix
redukalt 1épcsés alak.

2. Ha az elsé nem letakart oszlop els6 eleme nulla, akkor
cseréljiik ki ezt a sort egy olyan sorral, amelynek els6
eleme nemnulla. fgy olyan métrixot kapunk (csak a
le nem takart részrél vna szé), ahol a1 # 0.

3. Osszuk el az els6 sort aj1-gyel.

4. Vegyiik az i-edik sort (i > 1). Ha an # 0, akkor
vonjuk ki az 1. sor a;;-szeresét az i-edik sorbdl. Igy
a bal fels§ 1-es alatti szdmok 0-k lesznek.

5. Takarjuk le az els6 sort és az els6 oszlopot. Ha
nem maradt a maétrixban tobb sor, akkor vége
az algoritmusnak, a korabban letakart sorokat és
oszlopokat felfedve megkapjuk a redukalt lépcsds
alakot. Egyébként menjiink vissza 1-re és folytassuk
az algoritmust.

A nem csak 0-kat tartalmazdé sorokban az elsé 1-est
vezet6 egyesnek mondjuk.

Példa:

1. Oldja meg a Gauss-kikiiszoboléssel az

2y + 2z = 8

r + y + 2z =9
4z = 6

r + 2y + 6z = 22

Megoldas: A kib&vitett matrix:

0 2 2| 8
11 2] 9
0 0 4|12
1 2 6122

Cseréljiik fel az els6 és a masodik sort:

9
8
12
22
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Vonjuk ki az elsé sort a negyedik sorbdl:

11 2] 9
0 2 2| 8
0 0 4|12
0 1 4|13

Osszuk el a masodik sort kettével:

11 2] 9
01 1| 4
0 0 4|12
0 1 4|13

Vonjuk ki a méasodik sort a negyedik sorbdl:

11 2] 9
01 1| 4
0 0 4|12
0 0 3|9

Osszuk el a harmadik sort 4-gyel:

1 1 219
01 14
00 1|3
00 39
Vonjuk ki a negyedik sorbdl a harmadik sor
haromszorosét:
11 219
01 14
00 1|3
0 0 00
és megkaptuk a redukalt lépcs6s alakot. Fz a
kovetkezd egyenletrendszert adja:
r + y + 2z =9
y + z = 4
z = 3
Innen mar kapjuk :
z=3,y=1, és z=2.
. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:
r1 +3r0 —2x3 +2x4 =0
2x1 +6xs —brs 4414 —3rs =-—1
Sr3 + 15x5 =5
2x1 +6x9 + 4xy +18xs =6
Megoldas: Az kibovitett matrix
13 -2 2 0 0
2 6 -5 4 -3]|-1
0 0 5 0 15 5
2 6 0 4 18 6

Vonjuk ki az els6 sor kétszeresét a masodik és a ne-
gyedik sorbol:

13 -2 2 0 0
0 0 -1 0 -3]-1
0 0 5 0 15 S
0 0 4 0 18 6

Szorozzuk be a mésodik sort (-1)-gyel:

13 -2 2 0|0
0 0 1 0 3|1
0 0 5 0 1515
00 4 0 18|6

Vonjuk ki az els6 sor 0tszorosét a harmadik és az els6
sor négyszeresét a negyedik sorbol:

SO O
O OO W
SO -
OO O N
Y O WO
N O = O

Cseréljiik fol a harmadik és negyedik sort:

1 3 -2 2 010
0 0 1 0 31
0 0 0 0 6|2
0 0 0 0 0|0

Osszuk el a harmadik sort 3-mal:

13 -2 2 0] o0
00 10 3| 1
00 00 1|1/3
00 00O0| O

Ez a kovetkez6 egyenletrendszert jelenti:

I + 3:62 - 21‘3 + 21’4 =0
r3 + 31’5 = 1
Irs = 1/3
Innen

x5:1/3ésx3:()

x4 és xo szabadon valaszthatoé:
Ty =8és a9 =1,
tetszéleges valds s és t esetén; ahonnan

T = =319 + 223 — 224 = —3t — 2s.

Ha a egy linearis egyenletrendszer kib6vitett
matrixat hozzuk redukalt 1épcsds alakra, akkor
nen a megoldasokat a kovetkezdképpen olvassuk ki:

in-



1. Nincs megoldds ha az utolsé nemnulla sorban a amit trividlis megoldasnak mondunk. fgyamegoldés vagy

legutolsé tag 1, a tébbi 0. (0x1 + 0zg - -+ 4+ 0x,, = 1)

Egyértelmii a megoldds, ha az utolsé oszlopot kivéve
minden oszlopban vezetd egyes.

Végtelen sok megoldds van, ha van olyan nem
utolsé oszlop, amelyben nincs vezet$ egyes (és nincs
olyan sor, amelyben az utols6 elem 1, a tobbi
0). Ekkor azon oszlopoknak megfelel§ ismeretlenek,
amelyekben nincs vezet6 egyes szabad paraméternek
valaszthatd, a tobbi ismeretlen pedig mér ezen szabad
paraméterek segitségével egyértelmiien kifejezhetd.

Megemlitjik a Gauss-kikiiszobdlés egy tovabbfejlesztett
valtozatat az un. Gauss-Jordan-elimindciét, ahol a vezetd
egyesekkel nem csak az alatta 1évé szamokat hanem a
folotte levéket is lenullazzuk.

Megjegyzés:

1.

1.3.

Egy

Ha a Gauss-Jordan-eliminéciét egy n ismeretlent tar-
talmazd és n egyenletbdl 41l linedris egyenletrendsz-
erre alkalmazzuk, ahol a megoldas egyértelmii, akkor
a kibdvitett mdtrix végiil olyan n x (n + 1) alakd
matrix lesz, ahol az utolsé oszlopdban c¢;-k vannak,
mig az el6tte 1évo n oszlopban atlésan helyezkednek
el az 1-esek, egyébként minden méshol 0-k vannak:

1 00 ... 0|
01 0 ... 0 C2
0 0 1 0| cs
0 00 1]|ec,

Ekkor x; = ¢;.

Ha a Gauss-Jordan eliminéciét olyan n ismeretlent
tartalmazé és n egyenletbol 4116 linearis egyenletrend-
szerre alkalmazzuk, ahol végtelen sok megoldés lesz,
akkor akkor a kib6vitett matrix végiil olyan nx (n+1)
alakd matrix lesz, ahol az utolsé sorban csupa 0-k
vannak.

Homogén linearis egyenletrendszer

linearis egyenletrendszert homogénnak mondunk, ha

a jobb oldalon 1év6 konstansok 0-k:

a1y +  apry +-o-+  apx, = 0
a1 + axre +---+ awmr, = 0
am1T1 + ama¥2 +-t+  Qpprn = 0.

Ennek az egyenletnek biztos van megoldasa:

1 =0,20=0,...,2, =0,

egyértelmi, vagy végtelen sok van beldle.

Megjegyzés:

1. Ha m < n, akkor a redukalt 1épcsés alakban a vezetd
egyesek szama legfeljebb m, de n oszlopunk van, emi-
att az m < n feltétel miatt lesz olyan oszlop, amelyik
nem tartlamaz vezet6 egyest, igy ekkor biztos, hogy
végtelen sok megoldas van.

2. Ha m = n, akkor csak a trividlis megoldas van, ha a
redukalt 1épcsés alak olyan, hogy a vezet6 egyesek a
bal fels6 sarokbdl indulva 45°-o0s sz6gben helyezkednek
el (tehdt a legutolsé oszlopot kivéve minden oszlopban
van vezetd egyes).

3. Ha m = n, akkor akkor lesz végtelen sok megoldas,
ha redukalt 1épcsos alakban az utolsé sor csak 0-kat
tartalmaz.

2. Matrixalgebra

Ebben a fejezetben a matrixokkal végezheté miiveleteket
tekintjiik at.

3. definicié. Az A tdblazatot egy m x n-es matrixnak
mondjuk, ha alakja

a1 ai2 . A1n

a21 aszy ... a2n
A =

Am1 Am2 coo Qmn

Jelolés: é = (aij)ann'

A  matrixok kozotti miiveleteket az Osszeadassal,
kivonassal és szammal valé szorzassal kezdjik. Az
Osszeadas és kivonds csak azonos alaki szamok kozott
végezheto el, komponensenként kell elvégezni a miiveletet.

4. definicié. Legyen A = (aij)mxn ¢ B = (bij)mxn-
Ekkor éﬂ:é = (aij + bij)'mxn-

A szdmmal valé szorzds is komponensenként torténik:

5. definicié. Legyen A = (aij)mxn és ¢ € R. Ekkor
Cé = (Caij)mxn-

Példa: Legyen

1 4 2 3
A= 5 -1 3 7
B -1 4 -5 6
és
-2 7 3 -1
B= 0 -4 0 2
B -3 31 1



Hatdrozza meg a 24 + 3B maétrixot!

Megoldas:
2 8 4 6
2A = 10 -2 6 14
-2 8 —10 12
és
-6 21 9 -3
3B = 0o -12 0 6 |,
-9 9 3 3
ezért
-4 29 13 3
2A+3B = 10 —-14 6 20
—11 17 -7 15

6. definicié. Jeldlje 0 = (0),,xn az Gn. nullmatrixot.

Legyen A = (aij)mxn é5 B = (bij)mxn. Az Osszeadds,

kivonas és szammal szorzdas miiveleteknek az alabbi - a
valés szamok tulajdonsigai alapjan nyilvanval6 - tulaj-
donsagaik vannak:

1. A+ B is m x n-es matrix.

2. A+ B = B+ A (kommutativitds)
(A+B)+C = A+ (B+C) (asszociativitas)
At0=4

Ll

Minden A esetén létezik —A, amelyre: A+(—A) = 0.

Minden ¢ € R esetén cé IS m X n-es matrix.
I1A=A
(a+b)A:aé+bé

© »® 3N o o

a(bA) = (ab)A
10. a(A+ B) = aA+aB.

A kovetkezd miivelet a transzpondlds, amely a sorokbdl
oszlopokat készit:

7. definicié. Legyen A = (aij)mxn. Ekkor az matrix az
az m x n-es matrix, amelynek i-edik soranak j-edik eleme:
aj;. Jelolés: A:T

Példa: Legyen

[5S
I
7N
=N
w w
— =
N———

ekkor

b

S

I
=W N
— O

A transzponaldsnak az alabbi tulajdonsdgai vannak, ha az
alabbi miveletek értelmesek:

4. (AB)T = BTAT.

A matrixok szorzdsa mar egy bonyolultabb miivelet:

8. definicié. Legyen A = (aij)mxn é8 B = (aij)nxk-

Ekkor A:B = (Cij)anka ahol

n
Cij = E aiiby;.
=1

Tehat csak olyan matrixokat tudunk 6sszeszorozni, ahol
a baloldali matrixnak ugyanannyi oszlopa van, mint ahany
sora van a jobboldali matrixnak. Célszeri ugy képezni
a szorzatot, hogy a balodali maétrixot irjuk baloldalt
és atlésan folfelé, jobbra irjuk a jobboldali matrixot,
hogy az els6tol jobbra és mésodiktdl lefelé konnyt legyen
meghatarozni a szorzat komponenseit.

Példa: Legyen

[5S
Il
RS
IS V)
w w
— =
N———

és
5 4
B=| 3 2
1 0
Ekkor
20 14
as= (50 5 )
és
26 27 9
BA = 14 15 5 |,
2 31
ezért
AB # BA

9. definicié. Jeldlje I azt az n X n-es matrixot, amely
a féatloban 1-eseket, mashol pedig 0-kat tartalmaz. Ez az
in. egységmatrix.

A matrixszorzas tulajdonsagai:
1. A kommutativitas altalaban nem teljesiil

2. A(BC) = (AB)C (associativitas)

3. Minden A = (aj)mxn esetén Al, = A és InA =

[



A matrixszorzas segitségével az aldbbi linedris egyenle-
trendszert is tomoren fel lehet {rni:

a11ry +  appT2 44 apT, = b
2171 + Gz +--+  apx, = b
Q11+ AmaTas + -t AppTy, = bma

A fenti egyenletrendszerbdl formélt egyiitthatématrix:

aixr a2 ... Qin

a1 as9 ... agn
A =

am1 Am2 ... Qmnp

A valtozdk oszlopvektoras:

Z1

Z2
£ =

Tm

A konstansok oszlopvektora:

by

b2
b= )

b,

Ha elvégezziikk az Ax beszorzast, akkor éppen a
fenti linedris egyenletrendszer jobboldalabél alkotott
egylitthatomatrixot kapjuk. Mivel két matrixot akkor
mondunk egyenlének, ha ugyanolyan alaki és kompo-
nensenként megegyeznek, ezért az egyenletrendszer

Az=b
alakba irhaté.

Mivel az x oszlopvektor az ismeretlenek tartalmazé vek-
tor, emiatt ebbdl az x-et kell meghataroznunk. Ehhez ”os-
ztanunk” kell A-val.

10. definicié. Az A = (aij)nxn métrixot invertalhaténak
mondjuk, ha létezik X = (2;)nxn matrix, amelyre

XA=AX =1

Jelolés: A™1
Megjegyzések:

1. Legfeljebb egy inverz létezhet, mert ha X L és X , in-
verzei A-nak, akkor

=L X =X A)X =X (AX)=X

71 2 —7—1 =2’

2. Megmutathato, hogy elég csak az AX = I és XA =
I feltételek koziil az egyiket kikotni, ez "mar maga
utén vonja a masik teljesiilését.

3. Nem négyzetes matrixnak nem értelmezzik az in-
verzét.

Példak:

1. Hatarozza meg az

matrix inverzét, ha az 1étezik.
Megoldas: Legyen

Ekkor

azt jelenti, hogy

11 +3x12 2711 + 412
o1 +3%22 2w +4wan )

A komponensenk a bal és a jobboldalon megegyeznek,
emiatt egy egyenletrendszert kapunk, aminek a
megoldasa:

rin=-2, z12=1, a9 = ; Tog = —%7
ezért
a-x=(75 1)
2 2
2. Hatérozza meg az
a-(5 1)

matrix inverzét, ha az létezik.
Megoldas: Legyen

T T
X = 11 12 )
- T21  T22

:én

Ekkor

N

azt jelenti, hogy

211+ 2x12 2211 + 4212
To1 +2T0  2x01 + 400 )

A komponensenk a bal és a jobboldalon megegyeznek.
Innen egy egyenletrendszert kapunk, aminek nincs
megoldasa, emiatt nem 1étezik az inverz.



Az aldbbiakban azt gondoljuk meg, hogyan lehet

kiszamitani hatékonyan matrix inverzét, ha létezik.

Jelolje az A = (aij)nxn mAtrix inverzét A~!'. Ekkor ha
az A~ matrix oszlopait z,,Z,, ...
oszlopait by, by, . .
definicidja szerint

,Z,-nel és az ln méatrix
., b,-nel jeloljik, akkor a matrixszorzas

=b

n =n-’

Ql :bpyg :bza---ag

teljestil. Az
Az, = b,

egyenletrendszer megoldasanal a kibovitett matrixot

vesszik:

vesszik és ezt a Gauss-Jordan-kikiiszoboléssel a kovetkezo
alakra hozzuk:

Mivel minden 1 < ¢ < n esetén ugyanazt a matrixot akar-
juk kapni a bal oldalon, ezért az n linearis egyenletrendszer
egyszerre is megoldhatd, csak a jobboldalra el6szor egymés
mellé kell irnunk a by, b, ..., b, vektorokat. fgy éppen az
I frjuk le. Tehdt az inverz matrix meghatdrozdsa soran
kiindulunk az

kib&vitett matrixbél és a Gauss-Jordan-elimindciéval
ebbdl kihozzuk a

L

=n

H:u‘

alakot. Ha ez sikeriil, akkor megkaptuk az inverzt, ha nem,
akkor nem létezik az inverz.

Példa: Hatarozza meg az
1 3 4
A= 5 13 18 |,
3 5 9
matrix inverzét!
Megoldas: A
1 3 41 0 0
5 13 18|0 1 0 |,
3 5 9]0 0 1

matrixmasodik sorabdl vonjuk kiaz 1. sor 5-szorosét és a
harmadik sorbdl vonjuk ki az els6 sor 3-szorosat:

1 3 4 1 00
0 -2 -2]-5 10
0 4 -3|-3 01

Osszuk le a mdsodik sort (—2)-vel:

1 3 4/ 1 00
5 _1

0o 1 1| 3 -1 o0

0 -4 -3|-3 0 1

Vonjuk ki az els6 sorbdél a mésodik sor haromszorosat és
adjuk hozza a negyedik sorhoz a masodik sor 4-szeresét:

101—%%0
01 1] 3 -1 0
0 0 1 7T -2 1

Végezetiil vonjuk ki az els6 és a masodik sorbol a harmadik
sort:

100—%§—1
01 1| -3 5 -1],
0 01 7 -2 1
tehat
A
-1
A= -3 3 -1,
7 -2 1

Megmutathatd, hogy n x n-es A és B matrixokndl,
feltéve, hogy értelmezett miiveletek vannak:

Ar =)

alaku linedris egyenletrendszer invertalhaté n X n-es A
matrix esetén

z=A"1b
alakd.
Példa: Hatarozza az

2z +3y =-1

—r +dy = -6
linedris  egyenletrendszert az  inverzméatrix  fel-
hasznéalasévall
Megoldas: Ekkor

2 3

[5S

-1 5

-(33)

Az inverz méatrix kiszdmoldsa az aldbbiak szerint torténik:

(3l v)

10
0 1



Osszuk el az elsd sort 2-vel:

1 2|5 0
-1 5|0 1)

Adjuk hozza a mésodik sorhoz az elsét:

D!

Szorozzuk be méasodik sort %—dal:

[N NI

Vonjuk ki az elsé sorbdl a méasodik sor %—szeresét:

(3418 3)

tehat
L (s 2
ar=(% Tw).
13 13

Igy
—ap=( !
E_: z _1 I’

azaz



