1. Tobbvaltozos fiiggvények

1. Bevezetés

Ennek a fejezetnek a célja a kétvaltozds fliggvények vi-
zsgdlata, ami sordan a 3-dimenzids feliileteket szeretnénénk
megérteni.

1. definicié. Legyen D C R™. Ekkor az f : D — R
fliggvényt n-valtozés valds fliggvénynek hivjuk.

Az n-valtozos valds fliggvény maésik jelolése:
w= f(x1,29,...,2,), aholw,z; €R

Specidlis esetek:

1. Kétvaltozos fiiggvények: D C R2, f: D — R, azaz

z=f(a:,y)

Ezt az x,y,z 3-dimenzids térben &brazolva egy
feliiletet kapunk. Néhany természetes kérdés ezzel
kapcsolatban:

(a) Hatédrozzuk meg a feliilet egy Py pontjaban az
érintdsikot!

(b) Hatdrozza meg a feliilet lokdlis minimumait és
maximumait!

(c) Hatdrozza meg a feliilet és az xy stk kozotti
térrész térfogatat!

2. Haromvéltozés fiiggvények: D C R3, f : D — R,
azaz

w:f(xay,z)

Egy természetes kérdés ezzel kapcsolatban:

Legyen f(z,y,z) a D térrész slirliségfiiggvénye. Mek-
kora D tomege?

2. Feliiletek megadasa térben

A feliilletek megadasara hdarom maddszert ismertetiink:
1. Explicit megadasi mod:
z = f(z,y),
azaz a feliilet pontjai

{(z,y, f(2,9)) : (x,y) € D}
Példék:

(a) z =z + y: sik, melynek egy pontja: Py(0,0,0),
normélvektora: n = (1,1, —1)

(b)

z = /x2 4+ y2: 90°-0s nyildsszogli kip, z szim-
metriatengellyel az xy sik felett.

A fenti kiup egy =z tengellyel rendelkez6
forgasszimmetrikus alakzat. Altaldban a z szim-
metriatengelyti forgdsszimmetrikus alakzat arrdl
ismerhetd fel, hogy

2= g(Va? +1?)

alakd és ekkor ez az zz sikban 16v6 z = g(x)
fliggvény z tengely koriili megforgatasdval kap-
haté meg.

Példdul a fenti kip esetén g(\/22+y?) =

Va2 +y?, ezért g(x) = x, gy az xz sikban 16v6
z = z,x > 0 félegyenes megforgatasival kapjuk
a feliiletet, ami egy kup.

z = 2% + y?: szintén egy forgasfeliilet, ahol
g(Va?+y?) = 2® + o, ezért g(x) = 27, gy
az xz sikban 1év6 z = x%,2 > 0 félparabola

megforgatasdval kapjuk a feliiletet, ami egy un.
forgasparaboloid.

2. TImplicit megaddsi néd: F(z,y,z) = 0, azaz a feliilet
pontjai:

{(x,y,z) : F(xvyaz) = 0}

Példak:

22 4+ y? + 22 — R? = 0: O kozéppontt R sugari
kor

22 — 22 —y? = 0: z szimmetriatengely{i mindkét
irdnyban végtelen, 90°os nyilasszogi kip

22 4+ y? — 22 — 1 = 0: egykdpenyti hiperboloid

3. Paraméters megaddsi méd. Legyen T C R2. Legyen
ri:T >R, ro: T >R, r3: T — R fiiggvények. A
feliilet:

{(r1(u,v),r2(u,v), rs(u,v)) : (u,v) € T}

Példék:

(a)

(b)

(5cosu,bsinu,v), 0 <u <27, 0<v <10: 2
szimmetriatengelyti r = 5 sugardi 0 < z < 10
kozt 1év6 henger paléstja

Hogyan paraméterezhtjik az R sugari O
kozéppontu gobmbot?

Ha az zz sikban adott az (r1(u),r2(u)), a <u <
b paraméterezésli gorbe, akkor ezt a z tengely
kortl megforgatva az

{(r1(u) cosv,ri(u)sinv, ra(u)) :a <u <b,0<wv<2m}

paraméterezésu feliiletet kapjuk.



A fenti g6bmbhéz az zz sikban 1év6
(Rsinu, R cos u),’ 0 < u < 7 félkort megf-
orgatva jutunk. Igy a gomb paraméterezése:

{(Rsinucosv, Rsinusinv, Rcosu) :

0<u<m0<v< 271}

3. Hatarérték, parcialis derivalt

Ebben a fejezetben a kétvaltozés valds fiiggvények vi-
zsgalatahoz sziikséges alapfogalmakat, tételeket adjuk
meg.

2. definicié. Legyen D C R? és f : D — R. Azt mond-
juk, hogy az (zg,yo) € D az f(z,y) fiiggvény bels6 pontja,
ha 1étezik olyan (xzo,yo) kozépponti kor, mely benne van
D-ben.

3. definicié. Legyen D C R? és f : D — R. Azt mond-
juk, hogy a D tartomény nyilt, ha minden (z¢,yo) € D
pont belsé pont.

4. definicié. Legyen D C R? és f : D — R. Legyen az
f(z,y) fliggvény értelmezve az (zg,yo) koriili kicsi koron
legfeljebb az (xg, yo)t kivéve. Ekkor azt mondjuk, hogy az
f(z,y) fiiggvény hatdrértéke az L szdm, ha minden € > 0
esetén létezik § > 0 szadm ugy, hogy

[f(z,y) — L] < e

ha
0<V(z—20)2+ (y—y0)? <o
Jelolés: lim flz,y)=1L
(@,y)—(w0,y0)
Példak:
1. -
I . (T 2
(w»y)%%g}‘lyﬂ/@ sinz +9) Sm(4 * 4>
2.
. 2%y
lim =0,
(@.9)—(0,0) 22 + y?
mert ) )
%y x
—0l = <
|x2+y2 | |x2+y2\|y| < lyl,
ezért § = e vélasztds megfelels.
3. A

I2

lim ——
(@)—(0,0) 2% +y?
hatarérték nem létezik, mert ha y =
mentén kozelitjiilk meg az O-t, akkor

mx egyenes

x? - 1
2+ (mx)2  1+m2’

f(@,y) = fz,mz) =

ami ugyan 4alland6, de kiilonb6z6 m-ek esetén

kiilénbozo.

A folytonossag fogalma hasonlé az egyvéltozos fiiggvények
esetén ltatthoz:

5. definicié. Az f(z,y) figgvény folytonos az (xg,yo)
pontban, ha

f(z,y)

lim
(z,y)—(x0,y0)

1. létezik a

2. létezik a f(z0,y0)

3 f(xvy) :f(anyO)

. lim
(@)= (z0,y0)
6. definicié. Az f(z,y) fliggvény folytonos, ha az
értelmezési tartoméanya minden pontjaban folytonos.

Az egyvialtozés  fiiggvényeknél — megszokott  tu-
lajdonsdgok érvényesek a hatdérték és folytonos
fliggvényekre, amikor 6sszeadunk, kivonunk, szdmmal
szorzunk stb.

4. Parcidlis dervalt

Legyen az f(x,y) fiiggvény egy belsé pontja (zg,yo). Te-
kintsiik az xy sikban 1év6 y = yo egyenesnek az értelmezési
tartoméanyba esé részét. Ennek a képe a feliileten 1év6
gorbe, mely az

{(z,y0,2) : x,z € R}

sikban vannak. Ennek a gorbének az (xo, yo) pontban vett
érint0jének meredekségét az egyvaltozds fiiggvényeknél ta-
nultakhoz hasonléan értelmezziik:

f(@,y0) — f(w0,%0)

T—xQ Xr — Xo
lim f(xo + Az, y0) — f(xo, o)
Az—0 Ax

Hasonléan: tekintsiik az xy sikban 1évé © = xg egyenesnek
az értelmezési tartomdnyba es6 részét. FEnnek a képe a
feliileten 1év6 gorbe, mely az

{(xo,y,z) 1Y, R € R}

stkban vannak. Ennek a gorbének az (zg, yo) pontban vett
érintOjének meredekségét az egyvaltozds fiiggvényeknél ta-
nultakhoz hasonléan értelmezziik:

f(zo,y) — f(wo,y0)

m = lim =
Y—Yo Y — Yo
I f(xo,y0 + Ay) — f(xo,y0)
im
Ay—0 Ay

7. definicié. Az f(z,y) fiiggvény (zo,yo) pontjdban vett
x szerinti parcidlis derivaltja:

f(x,y0) = f(0,Y0) _

lim
T—To T — X0
lim f(xo + Az, y0) — f(20,%0)
Ax—0 Az



és y-szerinti parcialis derivaltja:

f(zo,y) — f(x0,y0) _

lim
Y=Yo Y—1Y
lim f(xo,y0 + Ay) — f(x0,v0)
Ay—0 Ay

Jelolés: z-szerinti parcidlis derivalt (zg, yo)-ban:

%(ffo,yo)a f;(xo, Yo)

y-szerinti parcidlis derivalt (zo, yo)-ban:

0
afg(zo, yo) vagy fy(zo,%0)

Az z-szerinti parcidlis derivaltat ugy szamoljuk, hogy y-
t konstansnak tekintjik és x-szerint, mint valtozd szer-
int derivalunk az egyvéltozés fiiggvényeknél megszokott
szabélyok szerint. Hasonldéan, az y-szerinti parcialis de-
rivaltat gy szamoljuk, hogy z-t konstansnak tekintjiik és
y-szerint, mint valtozo szerint derivalunk az egyvaltozos
fliggvényeknél megszokott szabélyok szerint.

Példak:

1. f(z,y) = 2%y + zy> esetén

of 3
L _9

O Ty +y

of = 2% + 3zy?
dy

2. f(z,y) = /a2 + ye* esetén
0 1
é = §(x2 + )"V 22ze” + /22 + ye®

af 1 s
67;0:5@24_@ 2

3. f(,y,2) = a%y? sin(x + 22)

0
a—f = 32%y? sin(x + 2%) + 2%y? cos(z + 2?)
x
of 3, 2
9
By z°ysin(x + 27)
0
a—ﬁ = 223y% cos(x + 2%)22
Mejegyzés: A parcidlis derivaltak létezésébdl nem
kovetkezik a folytonossdg, mint azt az
| 0 hazy#0
f(x,y){ 1 hazy=0

A maésodik parcidlis derivédltakat az els§ parcialis de-
rivalt tovabbderivalasaval kapjuk:

8. definicié. Az f(x,y) fliggvény ax-szerinti mésodik
parcidlis derivéltja:

9 (o _ 25

Ox \ Oz Ox? e
Hasonléan kapjuk a tovabbi harom masodik parcialis de-
rivaltat: )

(N P

Oy \ Oz Oyox yr

D (UYL

Oz \ Oy Oxdy i

o (ory s,

ay \ 9y e vy

Példa: f(x,y) = 22 + ay® + 23y + y3. Ekkor
fi=2x+ y? + 322%y2
fy =2y + 223y + 3y°
fr =2+ 6xy?
fyw = 2y + 62y
fiy =2y + 627y
foy =22+ 223 + 6y

A példdban f,\. = fy,. Ez altalaban is igaz:

1. tétel (Young). Ha f(z,y) és parcidlis derivéltjai
w3 fys Fows fry 16teznek egy olyan nyilt tartomanyon, ami
tartalmazza az (xg, yo) pontot, és valamennyi folytonos az
(20,y0) pontban, akkor

f;lm(xm yO) = fr;ly(xoa yO)

Az egyvialtozés fliggvényeknél a derivalt fogalma a
kovetkezott jelentette: ha

Ay = f(zo + Az) — f(z0),

akkor
Ay = f'(zg)Az + €Az,

ahol € — 0, amint Az — 0.
Ennek mintajara igaz az alabbi tétel:

2. tétel. Tegyiik fel, hogy f(z,y) parcidlis derivéltjai
léteznek egy T nyilt tartomanyon, mely tartalmazza az
(z0,90) pontot és tegyiik fel, hogy f; és f, folytonosak
(0, yo)-ban. Ekkor az f(z,y) figgvény valtozdsa

Az = f(zo + Az, yo + Ay) — f(z0,Y0)
kifejezhetd
Az = fi(xo,y0)Az + fy(r0,y0)Ay + e1 Az + e2Ay

alakba, ahol €1, e5 — 0, amint Az, Ay — 0 mindketten.



Ez motivélja az aldbbi definiciot:

9. definicié. Tegyik fel, hogy f(z,y) értelmezve van
egy (zo,y0) pontot tartalmazé nyilt tartoményon. Az
f(z,y) figgvény differencidlhaté az (zg,yo) pontban, ha
fe(®0,y0) és f,(z0,y0) 1étezik, és

Az = fr (w0, y0)Az + fy(0,Y0)Ay + e1Az + €Ay

alakba, ahol €1,e5 — 0, amint Az, Ay — 0 mindketten.
Az f(x,y) figgvényt differencidlhaténak mondjuk, ha az
értelmezési tartomany minden pontjaban differencialhaté.

Tehét

3. tétel. Ha az f(z,y) fiiggvény f; és f, parcidlis de-
rivéltjai folytonosak egy nyilt 7" halmazon, akkor f(z,y)
differencidlhaté a 7" minden pontjdban.

A folytonossdg definiciéjabdl konnyen latszik az alabbi
tétel:

4. tétel. Ha f(x,y) differencidlhaté az (zg, yo) pontban,
akkor ott folytonos.

5. Iranymenti derivalt, érintdsik

Legyen az f(x,y) fuggvény értelmezési tartoménya a D C
R? és legyen az (x(t),y(t)), a <t < b gérbe D-ben. Ekkor
a

a<t<b

w = f(z(t),y(t)),
egy egyvaltozos valds fiiggvény. Ennek derivéltjardl szél
az Un. lancszabaly:

5. tétel (Lancszabaly). Ha az f(wz,y) fliggvény f,, f,
parcidlis derivdltjai folytonosak és x(t),y(t) diffe-
rencidlhaté fiiggvényei t-nek, tovabbd az (x(t), y(t)) gorbe
az f(x,y) fliggvény értelmezési tartomanydaban taldlhato,
akkor a

a<t<b

w = f(z(t),y(t)),
egyvaltozds valds fiiggvény derivéltja:

%’ = Fi(w(t),y(8)E + (@), y(1)§

vagy masképp

dw_ofde  of dy

dt Oz dt = Oy dt
Példa: szamitsuk ki a ldncszabéllyal és kozvetleniil
is az f(x,y) = =y figgvény t szerinti derivéltjat az

(z(t),y(t)) = (costsint) gérbe mentén!

A parcidlis derivaltak mintajara tekinsiik az aldbbi
kérdést. Legyen az f(x,y) fluggvény értelmezési
tartomanydnak egy bels§ pontja (zg,yo), és legyen v =
(v1,v2) egy |u] = 1 vektor. Tekintsiik az (xg,yo) ponton
atment v irdnyvektoru egyenesnek azt a részét, mely az
értelmezési tartomdnyba esik. Ez a feliilleten meghatéaroz
egy gorbét.

Kérdés: Mekkora ennek a gorbének az (xq,yo) ponthoz
tartozé meredeksége?

Megoldas: A kérdésre a

I f(xo + vit, yo + vat) — f(xo, yo)
1m
t—0 t

hatarérték adja meg. Ezt a lancszabdllyal szamljuk ki,
ahol
z(t) = xo + v1t

y(t) = yo + vat
A lancszabaly az alabbit adja:
m = f.(xo,y0)v1 + f,,(20,y0)v2

10. definicié. Legyen az f(x,y) flggvény értelmezési
tartomdnydnak egy bels§ pontja (zo,y0) és v = (v1,v2)
egy |v| = 1 vektor. Ekkor az f(x,y) fliggvény (xo,yo)
pontjadban vett v irdnyu irdnymenti derivaltja:

fa(zo,yo)vr + f, (20, y0)v2

JelOlés: % (%0, y0)

Példa: Legyen f(x,y) = a2 + ay®, (20,90) = (1,2), és

v=(}5)
Ekkor
fr=2z+4°,
[l =3y,
ezért
f2(1,2) = 10,
£(1,2) = 12,
fey af 3 4
—(1,2) =10 - +12% - = 15,6
ay( Y ) * 5 + * 5 I

11. definici6é. Tegyik fel, hogy az f(z,y) fiiggvény
mindkét parcidlis derivéltja 1étezik az (z¢,yo) pontban.
Ekkor a

gradf = (f3, f;)

vektort gradiensvektornak hivjuk.

A gradiensvektor egy maésik jel6lése: V f

A gradinsvektort haszndlva az irdnymenti derivalt az
aldbbi skaldrszorzatként is irhaté:
of
— = gradfv
oy 9 fv
Kérdés: Melyik irdanyba kapjuk a legnagyobb irdnymenti
derivaltat, azaz merre emelkedik legjobban a feliilet?

Megoldas: Jelolje v a gradf és a v vektorok kozti szoget.
Ekkor a skaldrszorzat definiciéja szerint:
of

5o = lgradfllvl cosy = |gradf| cos,



ami akkor maximalis, ha v = 0, azaz, ha v a gradf

irdnyaba mutato egységvektor.

Hasonléan okoskodva kapjuk, hogy a legkisebb
irdnymenti derivaltat —gradf iranyaba kapjuk.
Feladat: Hatérozza meg az f(x,y) felilet

(20, Yo, f(x0,y0)) pontjdhoz tartozd érintésikot!

Megoldas: A sik egyenletének meghatdrozasahoz egy
pontra és a normélvektorra van sziikség. Most egy pontjat
ismerjiik, a normalvektort kell meghataroznunk.

Ha ismerjiik a sik két nem parhuzamos vektorat, akkor
ezek vektorialis szorzata lesz a normélvektor. Nyilvan az

//////

bevezetett feliileti gorbék érintovektorai. Ezek:

v, = (1,0, f;)
Qy = (Oa lvfg//)

Ekkor a vektoridlis szorzat:

i j ok
Y ny = 10 f; = (_f;/caf:;71)7
o1 f

ezért ennek (—1)-szerese j6 lesz normdlvektornak:
E: (f;’f;’ 1)7
ezért az érintGsik egyenlete:
fa(@o, yo) (& —20) + f, (20, ¥0) (Y —y0) — (2 — f(x0,90)) =0
Példa: f(x,y) = 222 + zy + 3y? érintésikja (2, 1)-ben
Az érint6sik
z = f(w0,90) + fo(x0,y0)(x — 20) + f,(20,%0) (¥ — v0)

alakba is frhaté, ahol a jobboldalt az f(z,y) fuggvény
(z0, yo)-ban vett elsérends Taylor-polinomjanak mondjuk.

6. Kétvaltozos lokalis

széls6értéke

figgvény

12. definicié. Az f(z,y) fuggvény egy (xo,yo) belsd
pontjaban lokdlis minimuma (maximuma) van, ha létezik
egy olyan (z,yo)-t tartalmazé kis kor, hogy minden ab-
ban 16v6 (z,y) pont esetén f(x,y) > f(zo,y0) (f(z,y) <
f(xo,¥0))-

Megjegyzés: Ha egy (o, yo) pontban széls6érték van és
ott létezik érint6sik, akkor ott az vizszintes, ami azt jelenti,

hogy
f;c(JTanO) 207 fy(x07y0) =0

13. definicié. At f(x,y) fliggvény egy kritikus pontja az
(.Z'O, yo)a ha vagy

fﬂc(z07y0) :07 fy(gj07y0) =0

vagy legaldbb az egyik parcialis derivalt nem létezik.

Megjegyzés. Tehat széls6érték csak kritikus pontban

lehet.

At f(z,y) figgvény (zo,yo) pontban vett mdsodrendi
Taylor-polinomja:

To(x,y) = f(z0,v0)+fr (w0, y0)(x—0)+fy (20, Yo) (Y—y0)+

1(fg/c/m(xoa yo)(x — w0)* + 27, (20, y0) (z — 20)(y — yo)+

2
Foy(®0,90) (Y — 90)?)
Ha
Az =z — w9, Ay=y—yo,
akkor

To(2,y) = f(z0,90) + fr(zo,yo) Az + f, (20, y0) Ay+

o, yo) (A2, (0, o) A+, (0, yo) (B)?) +

77pici77

ahol a 7pici” jelentése az, hogy ha Az és Ay
elég kicsi, akkor ez a rész elhanyogolhatéan pici az
Osszegben szereplé tagokhoz képest, ezért a feliilet
széls6értékeinek meghatarozasandl ezzel nem kell foglal-
kozni, elég eldonteniink azt, hogy a masodrend6 Taylor-
polinomnak van-e szélséértéke (z¢, yo)-ban.

Tudjuk, hogy ha van szélsGértéke, akkor

fx($07y0)207 fy(xo,yo)ZO

és f(xo,yo) csak a magassidgot hatdrozza meg, ezért elég
az

Fi (2o, yo) (Az)? +2 17, (20, yo) AxAy+ fy, (20, yo) (Ay)* =

2 en " & " & ?
(Az)° | fru(z0sy0) + 2fwy(x0ay0)Ax + fyy (0, Y0) Az

kifejezést megvizsgdlnunk a széls6érték szempontjabdl. A
szorzat masodik tényezdje %—ben egy masodfoku poli-
nom. Ez allandé eléjelii, ha a diszkriminans negativ. Most
a diszkriminéns:

(Qf;:;/y(x07 Z/O))2 — 4[5 (2o, yo)f{,/y(ﬂfo, Y0)-

Emiatt ha

(2f!y(x0a yO))2 - 4féla:(x07y0)fg:/y(x07y0) <0
és

1. f;lm(xo,yO) > Oa akkor

A
(Az)? (f:;/w('rOa Yo) + 2 £, (2o, yo)rz"'

" Ay’
fyy(x(by()) Az > 07

igy (zo, yo)-ban lokdlis minimum van



2. f (zo,y0) < 0, akkor

A
(AJ;)Q <f;/:v(x07 yO) + Qf;/y(m(h yO)?g‘F

A 2
fgyy(‘r()ayo) (:;) > < 07

igy (2o, yo0)-ban lokdlis maximum van.
Ha a diszkriminans pozitiv, azaz
(Qfglg/y(xovyo))Q — 4[5 (o, yo)fgyy(iﬂo, Yo) >0,

akkor

A Ay\®
(Az)? (fa/le(x07y0) + Qf,ﬁ'y(xo,yo)ﬁ + fyy (20, Y0) ( y) )

Az

értéke pozitiv és negativ is lesz, emiatt nem lesz
széls6érték, ekkor azt mondjuk, hogy (zo,yo) pont nye-
regpont.

Oszzefoglalva: a lokélis szélséértékek megkeresése két
1épésbdl &ll f(x,y) mindenhol legaldbb kétszer parcidlisan
differencidlhaté fliggvények esetén:

1. Megkeressiik a kritikus pontokat az

fw(x07y0) = 0) fy(ﬂfo,yo) =0

egyenletrendszer megoldasaval. Igy kapjuk a
Pi(x1,9y1), Pa(z2,92), ..., Po(xn, yn) pontokat.

2. Felirjuk az un. Hesse-determindst:

f// 1

— T Ty

H - 1 1
zy yy

és megvizsgaljuk a P; pontokban.
(a) Ha
H(z;,y;) >0
akkor

i f2 (i, y:i) > 0 esetén lokélis minimum van
P;-ben
. fI(xi,y;) < 0 esetén lokédlis maximum van

P;-ben

(b)
H(x,y:) <0,

akkor nincs szé€ls6érték, in. nyeregpont van.

(c) Ha
H(xia yz) = 07

akkor tovabbi vizsgélatra van sziikség.

Példak:

1. Hatdrozza meg az f(z,y) = a* + y* + 4day

szélsOértekeit!

(a)
fr=42® +4y =0,

fly=4y® +42=0
megolddsai: P, = (—1,1), P»(0,0), P5(1,—1).
(b)

Py = 1227
foy =4
w = 1207,
ezért
H = 1442%y° — 16.
Innen

i
P H(-1,1)=128>0,f/ (-1,1) =12 > 0,
ezért lokalis minimum Pj-ben
ii.
P,: H(0,0)=16 <0,
ezért nyeregpont van Ps-ben.
iii.
Py: H(1,-1)=128>0, f/ (1,-1) =12 > 0,

ezért lokalis minimum van Ps-ban.

2. Hatarozza meg az R sugaru félgombbdl kivaghato leg-

nagyobb térfogati téglatest oldalainak hosszét (fel-
tessziik, hogy minden cstcs a felszinen van).

Megoldas: A félgombot egy félgdbmbhéj és egy
korlemez hatarolja. Legyen a téglatest korlemezen
1é6v6 lapjanak oldalai: z,y. Ekkor a Pitagorasz-
tételbdl kapjuk, hogy a harmadik oldal:

al:y R2_£2_y72_ :L.Qy _0

ox 4 4 2 2
IR

ov R 12 x>

- = R2 _____ = 0

ay TR :



Ennek - figyelembe véve, hogy x,y > 0 - a megolddsa
2

és a Hesse-determindns felirdsa utan latszik, hoy itt
maximum van.

R,

. Legkisebb négyzetek moddszere: Hatarozza meg az
Pl(mla y1)7 PQ(J/'27 y2)a ceey Pn(x'na y’n) pontokat legjOb_
ban kozelité

Ar+ B

egyenesben szereplé6 A, B értékeket, ahol a legjobb
kozelitést a

> (yi — (Az; + B))?

i=1

minimalissa tételével szeretnénk elérni.

Megoldas: Legyen

n

f(A,B) = Z(yi — (Az; + B))?

i=1
Ennek a minimumat kell meghataroznunk. Ehhez

(a)

% T 2(y;i — (Az; + B))(—2:) =0
% =Y 2(y; — (Az; + B))(-=1) =0

i=1

Az egyenleteket (—2)-vel osztva kapjuk:

ixiyi—Aix?—Bixi =0

i=1 i=1 i=1
En:yi—Azn:xi—ano
i=1 i=1

Ezt az A, B-ben linedris egyenletrendszert me-
goldva a kovetkez6t kapjuk:

iy )iy yi) —n 3o, Tii
(Cimy)? =i, 7

i=1 i=1

A:

OBOA ~ = i

Pf
oB7 = 2"
i=1
Ezért
H=n()_a7)- () _2:)>>0
i=1 i=1

(ez az in. szdmtani-négyzetes egyenlStlenség, ha
nem minden x; megegyezik.)

7. Kétvaltozos
szélsoértéke

fuggvény feltételes

Az alapfeladat a kovetkez6: Adott az f(x,y) fliggvény,
melynek értelmezési tartomanya: D C R2. Legyen I' egy
D-ben 16v6 gorbe. Ekkor az {(z,y, f(z,y)) : (x,y) € T)
egy térbeli gorbe lesz. Ennek a gorbének szeretnénk a
szélséértékeit meghatarozni.

Ezt a kovetkezdképpen tessziik: a I' gorbét definiald
egyenletet g(z,y) = 0 alakba frjuk. Ezek utén felirjuk az
un. Lagrange-féle multiplikatort:

h(z,y,\) = f(x,y) + Ag(z,y),

majd kiszdmoljuk a h(z,y,A) mindhdrom parcidlis
derivaltjat és megnézziik, hogy ezek hol lesznek
mind nulldval egyenldk. fgy par ponthoz jutunk:
Pi(z1,11), p2(22,y2)s - -, Pr(@n,yn). Ezeket pontokat és
ha ez nem egy zart gorbe, akkor a gorbe végpontjait is
behelyettesitve az f(x,y) fliggvénybe kivilasztjuk a leg-
nagyobb és legkisebb értékeket. Ezek adjak a maximumot
és a minimumot.
Példék:

1. Hatédroza meg az f(x, z) = z+y figgvény maximumat
és minimumat az {(z,y) : 22 + y* = 1} koron!
Megoldds: A O-ra rendezett feltétel: g(z,y) = 22 +
y? —1=0. Igy A Lagrange-féle multiplikator:

Wy, \) = 2 +y+ Ma? +y* = 1).
A h(z,y,A) parcidlis derivaltjai:
R, =1+2\z =0
hy, =1+2\y=0
Py=a*+y*-1=0

Az els6 két egyenletbél kapjuk, hogy x = y, amit
a A-szerinti derivaltba helyettesitve kapjuk, hogy

202 — 1 = 0, azaz ¢ = :l:@. Igy két pon-
tot kapunk: Pl(g,g) és a PQ(*@,*?) ponto-

kat. Az itteni fliggvényértékek: f(g),g) =2
és f(—2),—%2) = —v2. Tay az f(z,y) fiiggvény
orig6 kozéppontu egységkoron felvett legkisebb értéke

—V/2, amit a PQ(*%,*?)—ben vesz fel és a leg-
nagyobb értéke /2, amit a P1(§7 g)—ben vesz fel.



2. Hatdrozza meg  Lagrange-féle  multiplikatort

hasznélva, hogy az y = %, x > 0 hiperbola

melyik pontja van legkézelebb az origéhoz!
Megoldas: Az (x,y) pont origétél valé tavolsiga
\/W , ezért a feladat gy is fogalmazhato, hogy

az f(x,y) = \/x? + y? fuggvényt szeretnénk minima-
lizalni a hiperbolan. A hiperbola egyenletét nullara
rendezve kovetkezd feltételt kapjuk: g(x,y) = zy —
1=0. fgy a Lagrange-féle multiplikator:

h(z,y, A) = Va2 +y? + Aay — 1).

A parcidlis erivaltakat felirva a kovetkezé egy-
enlGségeket kapjuk:

1
B, = (@2 4+ y?) V222 + Ay =0

2

1
hy, = 5(9:2+y2)71/22y+)\x:0
N=xy—1=0

Az els6 egyenletbél kapjuk:
x
yVa? 2

a masodik egyenletbol pedig

A= —

Y

RN

)\:

egyenldség jon. fgy
x Y

R ENCET

amibdl 22 = 3?2, tehat az x > 0 feltétel miatt x = y
adédik. Ezt behelyettesitve a A szerinti parcialis de-
rivéltba 22 —1 = 0 lesz, igy x = y = 1 jon ki. Még azt
kellene megmutatnunk, hogy ez tényleg maximum, de
erre nem adunk moédszert, ezzel most nem foglalko-
zunk.

A=—




