1. Végtelen sorok

1. Bevezetés és definicidk

Bevezetésként probaljunk meg az

14 = + : +- 1+ ! +
2 4 n
végtelen Osszegnek értelmet adni. Mivel végtelen sokszor
nem tudunk Gsszeadni, emiatt csak az els6 n tagot adjuk
Ossze: legyen
1 1 1 1 1-—-

:1 - - - _—
Sn +2+4+8+2n_1 1

R

N

a mértani sor Osszegképlete szerint. Ha n nagy, akkor 2%
mar elhanyagolhatéan kicsi, ezért s, ~ —r = 2, emiatt

1—1
természetes azt mondani, hogy ’
1 1 1
14+ -4+ - 4iqp — 4 ...=9
+ 5 + 1 + -+ o +

A tovabbiakban
ap+ax+---+ap+...

alaki un. végtelen sorokat vizsgalunk, ahol a,-ek valds
szamok. Ezt a végtelen mértani sort a kovetkezOképpen
jeloljik: > ap,.

1. definicié (Végtelen sor konvergencidja). A > ay
végtelen sor n-edik részletosszege:

Sp=20a1+az+ -+ an.

Ha a részletosszegek sorozata az L szamhoz konvergdl,
azaz
lim s, =L,

n—oo

akkor azt mondjuk, hogy a > a, végtelen sor konvergens
és Osszege L. Kgyébként a végtelen sort divergensnek
mondjuk.

Példa: 1. Mutassa meg, hogy az

! + ! + ! + ot ! +
1-2 2.3 3-4 nn+1)
végtelen sor konvergens és 6sszege 1.
Megoldas: Legyen
! + ! + ! + -+ !
Sp = —— _— _ ..
1-2 2.3 3-4 n(n+1)
Mivel k(kl-&-l) % — %4—17 ezért
1 1 n 1 1 n 1 1 n 1 1
Sp = - = - — = = — = - —
2 2 3 3 4 n n+1l

Innen

lim s, = lim 1 — =1

2. Az
l+g+¢+ - +q"+...

lg| < 1 esetén konvergens, egyébként divergens, mert

n

1—¢q

, hag#1
1—g¢q

Sn :1+q+q2++qn71 —
és q" — 0 akkor és csak akkor, ha |¢q| < 1.

Megjegyzés: A konvergencia difiniciéjabdl latszik, hogy
a Y a, végtelen sor konvergencidjdn nem véltoztat az, ha
véges szamu tagot hozzdadunk vagy ha elvesziink.

1. tétel (Miiveletek sorokkal). Ha 3" a, és > b, konver-
gens sorok, tovdbbd > a, = A és > b, = B, akkor

1. Y (ap+b,)=A+B
2. Y (ap—b,)=A—-B
3. Y ka, = kA, ahol k tetsz&leges valds szdm.

Bizonyitds: Csak 1.-et bizonyitjuk. A > (a, + b,) n-
edik részletosszege:

Sn="(a1+b1)+ (az+bs)+ -+ (an+b,) =

(a1 +ag+--+ap)+ (b1 +b2+ - +by) = Ay + By
Mivel A, — Aés B,, — B, ezért s, -~ A+ B. i

Példa: Hatdrozza meg a > -, 2"3;3" sorozat Osszegét!
Megoldas:
o0 o0 o0
27L + 37L 2” n
Do TGt
n=1 n=1 n=1
1 1 n 1 1 3
2 2T 5 37 5

a mértani sor Gsszegképlete alapjan.

2. Konvergenciakritériumok

A > a, végtelen sorral kapcsolatban két kérdés fogal-
mazhaté meg:

1. Konvergens-e a > a,, végtelen sor?

2. Ha a Y a, végtelen sor konvergens, akkor mi az
Osszege?

Az aldbbi tétel egy sziikséges feltételt ad a Y a,, végtelen
sor konvergencidjara:



2. tétel. Ha a Y a, végtelen sor konvergens, akkor

lim a, = 0.

n—0o0

Bizonyitas: Nyilvan

Gp =
(a1 +az+- - +ap—1+an) —(a1+az+-+ap-1)=
Sn — Sn—1
Mivel a > a,, végtelen sor konvergens, ezért
lim s, = lim s,_1 =1L
n—oo n—oo
valamely valds L szam esetén. Igy
lim a, = lim s, — s,_1 = hm Sp — hm Sp_1 =

n—oo n—oo

L-L=0 |

Kovetkezmény: Ha a lim a, nem létezik vagy nem

n—oo

véges, akkor a > a,, végtelen sor divergens.

Példak:
o0

1. Zn végtelen sor divergens, mert lim n? = oo
el n—oo

oo
2. Z(—l)” végtelen sor divergens, mert nem létezik a
n=1
im (—1)".
n—oo
Ha a ) a, végtelen sor esetén lim a,, = 0, akkor
n—oo

lehet, hogy a > a, végtelen sor konvergens, de lehet,
hogy divergens.

Példak:

1
1. A Z — végtelen sor konvergens és lim — = 0.

n—oo 27

2. A Y > | L végtelen sor divergens, mert

S Y (S Y I N S
for =i Ty T 3T 5767 8)

+ ! + ot ! >
2n—1 41 2n ) =
1 1 1 1 n
L+ - 4+2- 444427 =14 —
+ 5 + 1 + 3 + -t on + 5
ezért a részletosszegek sorozata a 4+oo-hez tart.

A sorozatoknal tanultuk, hogy egy monoton noévé
sorozat pontosan akkor konvergens, ha korldtos. Ennek
a tételnek a kovetkezménye az aldbbi:

3. tétel. Legyen a, > 0 minden pozitiv egész n esetén.
Ekkor a " a,, végtelen sor pontosan akkor konvergens, ha
az s, részletosszegek sorozata korlatos.

A kovetkezé kritérium azt mutatja, hogy gyakran
a végtelen sort egy alkalmas improprius integrallal
Osszehasonlitva  megvalaszolhatjuk a  konvergencia
kérdését.

4. tétel (Integrakritérium). Legyen a, csupa pozitiv

tagbdl all6 sorozat. Tegyiik fel, hogy van olyan pozitiv

egész N és az [N, 00) félegyenesen csokkend f(z) fliggvény,

amelyre a, = f(n) minden n > N esetén. Ekkor a Y a,
oo

végtelen sor és az [ improprius integral vagy egyszerre

N
konvergens vagy divergens.

Bizonyitds: A bizonyitisban az N = 1 esetre
szoritkozunk (az &ltaldnos eset bizonyitdsa hasonléan
k
torténik). Mivel f(z) csokkend, ezért [ f(z)dx > aj >
k-1
k41

[ f(x)dz, ha k > 2. Ezért egyrészt
3

n+1

2 3
a1t ta >1/f(x)dx+2/f z)da+ +/ fa

masrészt
a1+a2—|—a3+-~~

2 3 n
a1+1/f(x)d:v+2/f x)dx + - n_/l flz)dr =

+ap <

azaz
n+1 n
/ f(@)dr < s, <a +/f(33)dx
1 1

Ebbdl latszik, hogy ha az [ f(z)dx konvergens, ami most

1
hogy feliilrél korlatos, akkor s, is feltulrdl

Mésrészt, ha [ f(z)dz
1

azt jelenti,

korlatos lesz, tehat konvergens.

divergens, akkor [ f(z)dx nem lesz alulrél korldtos, ezért
1

Sp, sem, tehdt > ay, is divergens. W



1
Példa: A Z — konvergens, ha p > 1 és divergens,
n

-
ha p < 1, mivel f(z) = L fiiggvény monoton csdkkend
(o]
ha z > 1; f(n) = -5 és az [ -Ldx improprius integrél a
1

p-szabdly alapjan konvergens, ha p > 1 és divergens, ha
0<p<l1.

5. tétel (Osszehasonlité kritérium). Legyen 3 a, olyan
végtelen mértani sor, ahol a,, > 0.

1. Ha van olyan konvergens > ¢, sor és N pozitiv egész,
hogy minden n > N esetén a, < ¢,, akkor Y a,
végtelen sor is konvergens. (Majoréns kritérium)

2. Ha van csupa nemnegativ tagbdl 416 divergens > d,
végtelen sor és N pozitiv egész szam, hogy minden
n > N esetén a, > d,, akkor > a, sor divergens.
(Minoréns kritérium)

Bizonyités: 1. Az s, = a; + ---
részletosszegre fels6 korlat a

o0
tan+ Y, en

n=N+1

+ an, (Tl > N)

ay +ag + -

konvergens végtelen sor.
2. A > a, végtelen sornak nincs fels korldtja, mert ha
lenne, akkor a

di+do+---

tdv+ Y an

n=N+1

felsd korldtja lenne Y d,, részletosszegeinek, tehédt > d,, is
konvergens lenne, ami ellentmondas. W

Példa
1. A
2

a Z on végtelen sor konvergens.

n=1

= 1
2 Zn Vn+1

1 -

sor konvergens, mert 0 < 57— < 57 €s

+

végtelen mértani sor divergens, mert

s

o0
1 .
és a E — végtelen sor divergens.
n

n=1

T2

1
n

6. tétel (Limeszes Osszehasonlité kritériumok). Tegyiik
fel, hogy valamely pozitiv egész N-re igaz, hogy a,, > 0 és
b, > 0, han > N. Ekkor

1. ha lim &% = ¢ > 0, akkor > a, és > b, egyszerre

n—oo n

konvergensek vagy egyszerre divergensek.

2. ha lim dn _

n—oo n

konvergens.

0 és > b, konvergens, akkor > a,, is

3. ha lim dn _

n—oo n

divergens.

00 és > b, divergens, akkor > a, is

Bizonyitds. Csak 1l.-et bizonyitjuk. A feltétel miatt
létezik egy M egész, hogy n > M esetén |‘;—: —c < 3,
azaz

¢ ap
— <2<,
250, °T2
¢ _an 3¢
250, "2
c 3c
§bn < an, < Ebn.
Ha > b, konvergens, akkor > 3tb, is az, ezért az

osszehasonlité kritérium alapjan > a, sor is az. Ha >_ b,
sor divergens, akkor ) $b, is az, emiatt az 6sszehasonlité
kritérium alapjén > a,, is divergens. B

Példék
. n2—Inn __
1. A Z n2 sor konvergens, mert nh—>H;o ? =
2 és Z — konvergens.
n= 1
> 1
2. A Z 73 végtelen sor divergens, mert
lim \F+ Vi _ =1lésa Z végtelen sor divergens.

7. tétel (Hanyadoskritérium). Legyen Y a,, csupa pozitiv
tagbdl allé végtelen sor. Tegyiik fel, hogy

. an+ 1
lim

n—oo
Ekkor
1. ha p < 1, akkor > a, konvergense;
2. ha p > 1, akkor > a,, divergens;

3. ha p =1, akkor a kritérium nem alkalmazhaté.

Bizonyitas.

1. Tegytik fel, hogy p < 1. Ekkor létezik r, amelyre
p < r < 1és N pozitiv egész, hogy “== < r, ha
n > N. Ekkor

AN+1
anN

<r <

an+1 < Tran



AN 42

<r < aN+2<raN+1<r2aN

aAN+1
és altalaban
aN+m <Tay.

Ekkor s, feliilrél becstilhet a
a1+a2+~-~+aN_1+aN+raN+r2aN+~-~:
a1+ ag+ - +an_1+an(l+r+ri+...)
konvergens sorral, {gy > a, is konvergens.

2. Ha p > 1, akkor létezik N, hogy n > N esetén

Ap+1
an,

> 1,

ezért
an < an4+1 < an42 < ...

ezért a sorozat tagjai nem tartanak a 0-hoz, igy a
> a,, végtelen sor divergens.

1 1
3. A — é — kra teljesiil, h -
Zn és Zn2 sorokra teljesiil, hogy p
n:c% n=1
lim —* = 1 és az els6 egy divergens, a masodik

n—oo  (p

pedig egy konvergens sor. ll

Példak
= o n
1. A —_ végtelen sor konvergens, mert a, = 2- és
I ) ]
n! :
n=1
gn+1 ,
Ap4+1 = m, ezért
2n+1
. F1)!
lim (ngn) = lim =0<1
n—oo F n—oo N
2" . on
2. A — végtelen sor divergens, mert a,, = Z5 és
2 ! n
n
n=1
ontl
Ap4+1 = (n+1)27 es 18y
2n+1
. T1)2
lim (n — =2> 1.

8. tétel (Gyokkritérium). Legyen > a, csupa pozitiv
tagbdl allé végtelen sor. Tegyiik fel, hogy

lim a, = p.
Ekkor
1. ha p < 1, akkor 3" a,, konvergense;
2. ha p > 1, akkor Y a, divergens;

3. ha p =1, akkor a kritérium nem alkalmazhaté.

Bizonyitas:

1. Ha lim {/a,, = p < 1, akkor egy rogzitett p <r <1

n—oo

esetén létezik N, hogy /a, < r, azaz
an <r",

ha n > N, alkalmas pozitiv egész N esetén. Meg
kell mutatnunk, hogy s,, (n > N) feliilrdl korldtos.
Nyilvan:

Sp=a1+ - +an_1Faytansr++an <

a1+ +an_y+rV + VT et <
aj+ - +an_g +rV+ Nt <
N
a+--t+ay1+—. N
1—7r
2. Ha lim /a, = p > 1, akkor 1étezik N, hogy /a,, >
1,han > N, ezért a,, > 1, han > N ésigy lim a, #

0, ezért a > a,, végtelen sor divergens.

o0

Példa: A Z — végtelen sor konvergens, mert
n=1

3 n J— 1

A kovetkezd tételben 1n. alternalé sorokkal

foglalkozunk. Legyenek a,, > 0. Ekkor az

ay —az+ a3 —ayg + —
valtakozé elGjelil végtelen sort alterndlé sornak mondjuk.
9. tétel (Leibniz-kritérium). A fenti alterndlé sor konver-

gens, ha a,, monoton csokkend és lim a, = 0.

n—oo

Bizonyitas. A 2m-edik részletosszeg:

Som = (a1 —az) + (az — ag) + -+ + (@2m—1 — a2m).
Ekkor

52(m+1) = S2m + (@2m41 — G2m42),
ahol a monoton csokkenés miatt (ag;,11—aom12) > 0. Igy
az Som, sorozat monoton névo. Masrészt
Som = a1— (az *a3) - (a4fa5) e (a2m—2 *a2m—1)*a2m
S ai,

megint csak a monoton csokkenés miatt. Mivel sa,, mono-

ton né és feliilrél korldtos, emiatt 1étezik a lim so,,. De

m—00

lim sopq1 = Hm (S25 + G2mmq1) =
m— 00 m— 00

lim som, + lim agmir = lim sop,,
m—0o0 m— 00 m— 00



ezért 1étezik a véges lim, o s,. B

Példa: A
n—1

S L AP S W
~ n 2 3 4

alterndlé sor konvergens, mert a,, = % monoton csokkenve

tart a 0-hoz.

2. definicié. A Y a, végtelen sor abszoliut konvergens,
ha > |a,| konvergens.

Példa A

i Pt
— =119 16

végtelen sor a Leibniz kritérium szerint konvergens, és a
tagok abszolit értékét véve a

ii—u SHE R
— 2 9" 16

is konvergens sor lesz az integral kritérium szerint, tehat
az eredeti sor abszolut konvergens.

3. definicié. A ) a, konvergens végtelen sor feltételesen
konvergens, ha > |a,| divergens.

Példa A
(-1t 11 1
§: =l

sor a Leibniz-kritérium szerint konvergens, de a tagok ab-
szolit értékét véve a

i L _ 1+ L + ! + = +
n 2 3 4 7
n=1
an.  harmonikus sor mar divergens lesz az integral-
kritérium alapjan.

10. tétel. Ha a > a, végtelen sor abszolit konvergens,
akkor konvergens is

Bizonyitas. Legyen
Cn = an + |an]-

Ekkor

0 < ¢, < 2ay|
Mivel > |a,| konvergens, emiatt 3 2|a,| is konvergens és
{gy az osszehasonlité kritérium alapjdn > ¢, is konvergens
végtelen sor. De

an = (an +|an|) = |an| = ¢ — |an]

és mivel két konvergens végtelen sor kiilonbsége is konver-
gens, emiatt »_ a,, is konvergens. W



