1. Vektorterek

1. Bevezetés, definicio és altér

Az
a1y + a2 + -+ AinTy = b1
2121 + ATz +---+ AT, = b
Am1T1  +  Am2Tys + -t AppTy, = bma
linedris egyenletrendszert az
a11 a12 A1n
asi a22 Qa2n
ay = , Ay = . , s Ay =
Am1 Am?2 Amn
és
by
by
b= )
bm

vektorokkal tomoren ugy is irhatjuk, hogy
a1 21+ a2+ -+ e, =0,

ahol az a; vektorok in. m-dimenziés euklideszi vektorok.
Az ilyen vektorok Osszességét R™-mel jeloljik. FEzek
Osszeadasat és skaldrral vald szorzasat a 3-dimenziéban
megszokott médon komponensenként végezziik el.

Ennek a fejezetnek a célja, hogy a 3-dimenzids vek-
torokat altalanositsuk, ebben az altalanositasban a koor-
dinatatengelyeket megértsiik, és elérjiik, hogy lehetéleg
meroleges koordinatatengelyekkel rendelkezziink. Az
altalanositott tér neve vektortér:

1. definicié. Legyen V egy nemiires halmaz, amelyen két
miiveletet értelmeziink:

1. Osszeadds: minden u,v € V-hez hoozarendeliink egy
u + v-vel jelolt V-beli elemet;

2. skaldrral val6 szorzéds: minden o« € R és u € V-hoz
hozzérendellink egy au szintén V-beli elemet.

Ha ezek a miiveletek rendelkeznek az alabbi tulajdon-
donsagokkal, akkor V-t valés vektortérnek mondjuk:

1. minden u,v € V esetén u +v €V
minden u,v € V esetén u +v = v
minden w,v,w € V esetén (u + v)

létezik nullelem: 0: minden v € V esetén v

DAl R

létezik inverz: minden v € V esetén létezik —v: v +
(—v) = 0;

6. minden « € R és u € V esetén au € V;

7. minden v € V esetén 1lv = v;

8. minden o, 8 € R és v € V esetén (afB)v = a(Bv);

9. minden a, 8 € Rés v € V esetén (a+ f)v = av + Su;
10. minden « € R és u,v € V esetén a(u+v) = au+ av.

Példék vektortérre:

1. A valés komponensti m-dimenziés vektorok tere (R™)
a szokasos Osszeadassal, skaldrral szorzassal.

2. A valds komponensii m x n-es matrixok tere (R™*™)
a szokésos Osszeaddssal, skaldrral valé szorzassal.

3. A legfeljebb n-edfoku valds egyiitthatés polinomok
tere (P,) a szokdsos Osszeaddssal, skaldrral vald
szorzassal.

4. A legfeljebb n-edfoki valds egyiitthatés trigonome-
trikus polinomok tere (7,) a szokdsos Osszeaddssal,
skalarral val6 szorzéssal.

5. A minden x € R esetén folytonos f(z) fliggvények
tere, ahol (f+g)(z) = f(x)+g(x), és (cf)(x) = cf (z).

6. A konvergens > a, végtelen sorok a megismert
Osszeadasra, skalarral valo szorzasra.

Az alédbbi tételek az axidmakbdl kénnyen kiolvashatok:
1. tétel. 1. Minden A € R esetén A0 = 0.
2. Minden v € V esetén Ov = 0.

3. Minden v € V esetén (—1)v = —v.

Bizonyitas: Csak 1.-et bizonyitjuk, a tobbi bizonyitasa
hasonléan torténik:
A 4. axiéma szerint:
ahol a bal oldal a 10. axiéma szerint

Av + A0 = .

Az 5. axiéma szerint van a Av-nek ellentettje, amit balrdl
mindkét oldalhoz hozzaadva kapjuk:

—(A\) + (Av + X0) = —(A\v) + Av = 0.

A 3. axiéma szerint a baloldalt a kovetkezdképpen cso-
portosithatjuk:

(—(Av) + Av) + A0 = 0,
ami az 5. axidéma szerint
0+ A0 = 0.
Végezetiil a 4. axiéma szerint

A0 = 0. |



2. definicié. A V vektortér W részhalmaza altér, ha
W' részhalmaza V-nek és maga is vektortér a V-beli
miiveletekkel.

Két alteret biztosan tudunk: magédt a V-t és a {0}.
Ezeket trivialis altérnek mondjuk.
Egy V vektortérben 1évé W részhalmaz pontosan akkor
alkot alteret, ha az 6sszeadésra és a skaldral valé szorzésra
zart.

2. tétel. A W valédi altér V-ben akkor és csak akkor, ha
1. minden u,v € W esetén u+v € W
2. minden « € R és v € W esetén av € W.

Bizonyitas: Ha W altér, akkor az 1. és 6. axiémak
szerint 1. és 2. teljesiil.,
Ha minden u,v € W esetén w4+ v € W és minden o € R
és v € W esetén av € W, akkor az 1. és 6. axiémak
nyilvan teljesiilnek. Mivel 2., 3., 7., 8., 9., 10. axiémak
igazak V-ben, tehat most is. Mivel 0 € R, ezért v € V
estetén Ov = 0 € W, tehat van nullelem W-ben, ami 4.-et
bizonyitja. Mivel (—1)v = —wv, ezért ellentettiink is van,
ami 5.-0t bizonyitja. B
Példak altérre:

1. R3-ben az origén atmend sikok és egyenesek valddi
alteret alkotnak.

2. R™-ben az olyan vektorok, amelyek utolsé koor-
dinataja 0.

3. A mindenhol folytonos fiiggvények vektorterében
azok a fiiggvények, amelyek mindenhol derivalhatok.

4. Legyen A € R™*". Ekkor a
V={z:xcR", Az=0}
altér R™-ben.
5. Legyen V egy vektortér és v;,v,,...,v, € V. Ekkor
{Mog + Xovy -+ My 0 A ERY

halmaz altér V-ben. A Ajv; + Aavy + -+ + Apyg
Osszeget lineraris kombindcionak hivjdk. Ezt a vek-
torteret a vy,vs,...,v;, € V vektorok altal generalt
altérnek hivjak. Jelolés:

lin{vy,vgy ..., 0}
Megmutathatd, hogy ez a legsziikebb olyan altér
amely tartalmazza v;,v,,...,v, € V vektorokat.
Példaul R3-ben a v; = (1,0,0) és vy = (0,1,0) vek-
torok altal generdlt altér az xy sik.
Az R3-ben minden v vektor egyértelmiien frhaté

v = v1i + v2J + vsk

alakba. Ezt altalanositja az alabbi fogalom:

3. definicié. A V vektortérben a by, ba,...,b, vek-
torok bézist (B) alkotnak, ha minden v € V vektor
egyértelmien irhaté

v =a1by +agby + -+ anby

alakba, ahol o; € R.

Példék:
(a) R™-ben béazis:

1 0 0
0 1 0
0 0 0
Ql_ ) §2: y agm: .
0 0 0
0 0 1

ezt R™ természetes bazisdnak hivjuk.
(b) R%-ben béazisok:

i. természetes bézis:

(1),

ii. egy masik bazis:
1
bl = ( 1 ) bl

P,={ag+a1v+ - +az":

5 &
I I
7~ N\ 7N
— O
SN——

a; € R™

bézisa:
{1,z,2°,...2™}

4. definicié. A V vektortérnek a 9159y

19, € Vv
vektorok generdtorrendszere (G), ha

lin{g,.9,,---59 1=V,

Im
azaz minden v € V vektor
V=0a1g1 +agg2 + -+ amGm
alakba frhaté.
Példak:
(a) R3-ben G:
g, = (1,0,0), g, = (0,1,0), gy = (0,0,1).

(b) P,-ben G:

_ — _ .2 R )
gl—l, 9y =T,9y =209 =T



Ha

lin{vy,v9,...,0,,} =V

és egy vektor pl. wv,, felirhaté a tébbi linearis kom-
binaciéjaként, azaz
Um = 101 + Vo + -+ + fm—1Vy 15

akkor
AUy + AUy 4o A, =

AUy + AUy + - Ay, F
Am (101 + p2Uy + -+ flm 10y, 1) =
(M + Apr)underlinevy + (Mg + A o)vg + -+
F(Am—1 + A1)V 1,

ezért

lin{vy,v9,...,0,,} =lin{vy, vy, ... 0, 1} =V

5. definicié. A {v;,v,,...,u,} € V vektorokat
linearisan fliggetlennek nevezziik, ha a

AUy + Aoy + o AL, =0
egyenlet csak a trividlis
AM=A=-=X=0
esetben teljesiil.
Példa: R*-ben a
v; =(3,2,0,4), vy,=1(4,3,2,0), wv3=(1,1,1,1)
vektorok linedrisan fiiggetlenek.
3. tétel. Legyen V egy vektortér. A B =

{by,bg,...,b,}, b; € V akkor és csak akkor bazisa
V-nek, ha

(a) B linearisan fiiggetlen

(b) B generétorrendszere V-nek.

Bizonyitas A definicié szerint ha
B = {917927 e 7bn}

béazisa V-nek, akkor az L és G is.

A maésik irdnyud allitdshoz tegyiik fel, hogy B =
{by,by,...,b,} G és L. Ekkor minden vektor felirhaté
a b;-k linearis kombinaciéjaként, csak azt kell igazolni,
hogy a felirds egyértelmii. Ehhez tegyiik fel, hogy van
egy v € V vektor, amely kétféleképpen is folirhato:

U= Aby + Asby + -+ Anby,

és
v = p1by + poby + - - - + pnb,

0=v—v=(A1—p1)by +(A2—p2)bs+- - -+(An—pin)b,,,

ahonnan a linearis fiiggetlenség miatt azt kapjuk,
hogy A\; = p;, ellentmondas. W

A V vektorteret véges dimenzidsnak mondjuk, ha van
véges sok vektort tartalmazé béazisa; egyébként a vek-
tortér végtelen dimenzidés. Mi csak véges dimenzids
vektorterekkel foglalkozunk. Azt fogjuk megmuatni,
hogy ha a V vektortér véges dimenzids, akkor két
béazisnak ugyanannyi az elemszdma. FEz az alabbi
tételen alapul:

4. tétel. Ha az
froonf,

V vektortérbeli vektorok linearisan fiiggetlenek és
9ys--0 9,

vektorok V' generatorrendszerét alkotjak, akkor

n < k.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy n > k és ellentmondédst
abbdl kapunk, hogy megmutatjuk, hogy a

A1i1+...+)\ninzg

egyenletnek nem csak trividlis (minden A; = 0) me-
goldasa van.

Mivel 929, generatorrendszert alkot, emiatt
il = ang, + a2y, +... amy,
fo = ang, + axng, +... ang,
f, = amg, + amg, +... g,

alkalmas a;; € R konstansokkal. Ekkor
Q:)\1L+~~~+/\nin:

Alanng, +ang, + - +arig, )+
Az(arzg, + aseg, + -+ ar2g, )+

An(@ing, + azng, + - + arng,) =
(Ara11 + Aearg + -+ + )\na1n)g1+
(Arag1 + Aoage + -+ + )\nazn)g2+

(Mag1 + Aoar + -+ + Anakn)g, -

Ez biztosan teljesiil, ha az egytitthaték 0-k, azaz:

Arair + Agai2 + -+ Aparn, =0



Araz1 + Agazz + -+ Apagn, =0

A1ag1 + A2ak2 + - + Apagn = 0.
Mivel feltettiik, hogy n > k, ezért ennek - a A;-ket
tekintve ismeretleneknek -, homogén linedris egyenle-

trendszernek létezik nemtrividlis megoldésa, ami el-
lentmondéas. W

5. tétel. Ha a véges dimenziés vektortérnek B; =
{vy,...,0,} és By = {uy,...,u,,} bazisai, akkor n =
m

Bizonyitas: Mivel B; bézis, ezért generatorrendszer
is és mivel By bézis, ezért linedrisan fliggetlen. Ezért
az el6z6 tétel szerint

n>m

Miésrészt mivel By bazis, ezért generatorrendszer is
és mivel By bazis, ezért linedrisan fiiggetlen. Ezért az
el6z6 tétel szerint

m > n.

Ez alapjan

n=m |
Most mar tudjuk értelmezni a vektortér dimenzidjat:
6. definicié. Ha V egy véges dimenzids vektortér,

akkor egy bézisban 1év0 vektorok szamat a vektortér
dimenziéjanak mondjuk. Jelolés: dim V.

Példék:

(a) dimR™ =m

(b) dimR™*™ = mn

(¢) dmP, =n+1
A kovetkezo tétel egy ardnylag kdnnyen ellendérizhetd
feltételt ad arra, hogy ha tudjuk, hogy dimV = n,

akkor eldontsiik, hogy adott n db vektor bazist alkot-
e.

6. tétel. Tegyiik fel, hogy a V vektortérre dim V = n.
Ekkor

(a) ha v,,...,v, vektorok linedrisan fiiggetlenek,
akkor bazist alkotnak;
(b) haw,,...,v, vektorok generdtorrendszert, akkor

egyben bazisok.

Bizonyitas: a. Tegyiik fel, hogy a v,,...,v,, vek-
torok linearisan fiiggetlenek. Azt kell megmutatnunk,
generatorrenszert alkotnak. Indirekt mddon tegytik
fel, hogy nem alkot generatorrendszert, azaz létezik
v € V, amelyre

v F#E MU+ A,

Ekkor a

valv"'ayn

vektorok linarisan fliggetlen rendszert alkotnak, mert
ha

HoU + iUy + o+ v, =0,

akkor po = 0 esetén
Hivy + -+ ppv, =0,

ami csak trividlis médon lehet, mivel v,,...,v, vek-
torok linearisan fiiggetlenek.
Mig ha pg # 0, akkor

V= =01 — = — Uy,

Ho Ho
ami nem lehetséges.
Ellentmondast tgy kapunk, hogy egy n dimenzids
vektortérben van olyan generatorrendszer (egy bdzis
ilyen), amelyik n vektort tartalmaz, és itt nem lehet
n + 1 linedrisan fiiggetlen vektor.
b. Ha v,,...,v,, generatorrendszert alkot, akkor azt
kell megmutatnunk, hogy egyben linearisan fiiggetlen
rendszer is. Ha nem igy lenne, akkor lenne egy
v, vektor, amely kifejezheté a tObbi linedris kom-
binacidéjaként. Ekkor
V =lin{vy,...,v,} =lin{vy, ..., 0 1,000, n),
ezért V-nek van n — 1 vektort tartalmazé ge-
neratorrendszere, ami ellentmondas, mert van n vek-
tort tartalmazé fiiggetlen vektorrendszer. H

Mivel legtobbszor az R™ térben dolgozunk, ezért most
megmutatjuk, hogyan hatarozhatjuk meg itt

lin{vy,...,u.}

egy bézisat: Irjuk a vektorokat mint sorvektorok
egymas ald egy matrixba, majd alkalmazzuk a
Gauss-eliminaciot. Meggondolhatd, hogy a Gauss-
eliminacional alkalmazott lépések soran a gendralt
altér nem valtozik. A Gauss-eliminécié végén kapott
matrix nemnulla sorai adjak a genaralt altér bazisat.

Példa: Hatdrozza meg R* azon alterének egy bézisét,
amelyet a

Uy = (1727374)a Uy = (277]4073)7 V3 = (33 1a3’7)'

A bézisok segitségével definialhatjuk a koordinata fo-

galmat.



7. definicié. Ha a véges dimenziés V vektortér egy
bézisa B = {b;,...,b,}, akkor a v € V vektor koor-

aq

a2
dinataja . |, ha

Qp

Q:albl++anbn~
Jelolés: (v)p.

A kovetkez6 példa mutatja, hogy miért van sziikség
kiilonb6z6 béazisokra:

Hatdrozza meg azokat az (x,y) pontokat, amelyekre
224+ ay+y? =1
A kérdés precizen a kovetkezo: Hatarozza meg az

(o) = ()

természetes bazisban azon zi+yj vektorokat, amely-
ekre 22 + xy +y? = 1.

A feladatot 1gy oldjuk meg, hogy méas bazist
valasztunk. Legyen

N
o

Ha ebben az 1j bazisban egy pont koordnétéja (z’, y'),
akkor

ool

f\f
“ ottt

ok,

V2, V2
) B

x/<§z+ %» ey (L iﬁ
V2
Y

(Lot = L2y (Lo L))

2 2
V2

Ebben az 4j bazisban a feltétel igy irhato:

(L= Py (L - 2y (2 V2

Vi, R,

2
Y2 =1
5 2y) ;

+(

azaz 5 )

7‘,1:/2 02 =1.

SRR
Mivel az 14j bazis a természetes bazis 45’-kal torténd
elforgatottja, emiatt a keresett halmaz egy olyan ellip-
szis, amelynek tengelyei az (i, j) altal meghatarozott
derékszogli koordinatarendszerben 45  ill. 1357-ot
zarnak be.

Az el6z6 példa is mutatja, hogy meg kell hataroznunk,
hogy két V-beli bazis esetén az egyikben meg-
hatarozott koordinatdkbdél hogyan kapjuk meg a

masik béazisban a koordindtdkat. Ezt hivjak

béziscserének.
Legyen B = {b;,...,b,} és B' = {b],...,b,} két
bézisa a V' vektortérnek. Legyen v € V és legyen

azaz
v = Oélb1 + -+ anbn-

és

1

6 n
azaz

:61ﬁ++ﬁn%

Irjuk fel a b; vektorokat a b} vektorok linedris kom-
binacidjaként:

by = anby + agiby + -+ aniby,
by = aiby + agobly + - + an2by,
bfn = alnﬁ+ a2n§+ . ann%
Ekkor
y:51ﬁ+...+ﬁn%:
a1y + -+ anb, =
a1 (a1by + anby + - + aniby,)+
az(a12b| + agaby + -+ + anaby,)+
Oén((l1nﬁ + (1271% + -+ ann%) =
(cra11 + agaia + - + apain)bi+
(a1ag1 + agagy + - + apagn)by+
(Q1an1 + Q2an2 + -+ + QnGnn)b],,
azaz
p1 = ara1n + agaiz + -+ anain
B2 = a1a91 + agags + - + anasy
ﬁn = Q10p1 + Q20p2 + -+ Qnplnp



aip Q12 ... Qin

a1 as9 e Aon,
P=Ppp =

ap1  Ap2 ... dnn

Ekkor tehat
(v)pr = P (v)B

Tehat a Pp pr az az n X n-es matrixot, amelyik i-edik

oszlopaban a (b;)p koordinatdk vannak. A Pp p/

matrixot atmenet matrixnak hivjuk.

Ekkor
() = Pep (V)5

ezért

Pgp=Pgp ™"

Példa: Legyen R? két bazisa:

Ekkor

és innen

Tehat példaul a P(1,2) pont koordindtdi B-ben

( 1 ) és a megfelel6 méatrixszorzds utdn a B’-beli

koordinatik ( _0’2 > lesznek.

Az
a1 r1 + aipr2 +-+ AT, = by
anry + apTz 4+ awmT, = b
aAp1T1 + Ap2To +---+  GppT, = bn7

linearis egyenletrendszert az

a11 a2 A1n
a21 a22 a2n
a; = , Aoy = 5 y Ay =
Gnl ap2 Gpn
és
by
ba
b= )

vektorokkal témoren dgy is irhatjuk, hogy
a1 T1 + a2 + -+ @, Ty = b.

Ha az a1, as,...,a, vektorok az R™ bdzisdt alkotjdk

és az eq,...,e, jeloli a természetes bazist R™-ben,
akkor

b=1biey; +baey + -+ + bpe,.
Haaza,,...,a, vektorok az R" bazisai, akkor az egy-

enletrendszer megoldasdt baziscsereként is felfoghat-
juk. Ekkor az atmenetmatrix az egyiitthatomatrix
lesz és az x = Ab megoldast kapjuk.

Az
aix a2 ... Qin
a1 a9 e a2n
A =
Am1 Am2 ceo Qmn

matrix esetén a sorvektorok R™-bol vannak. Az
altaluk generalt altér a sortér; hasonléan az oszlop-
vektorok R"-bél vannak. Az altaluk generdlt altér az
oszloptér. Megmuathatd, hogy

dim(sortér) = dim(oszloptér).
8. definicié. Az A matrix rangja a sortér dimenzidja.

Jelolés: rang(A).

Megmutathatd, hogy az aldbbi allitdsok ekvivalensek:

7. tétel. Az é n X n-es matrixok esetén az aldbbi
allitasok ekvivalensek:
(a) A invertalhato;

(b) az Az = 0 egyenletrendszernek csak az z = 0
megoldasa van;

(c)az A elemi sormfiiveletekkel —az I
egységmatrixsza transzformalhato;

n

(d) az Az = b minden b € R™ megoldhaté;
detA # 0;

)
)
) rang(A) = n;
)
)

(e
(f
(g
(h

A sorai linedrisan fiiggetlenek;
A

oszlopai linearisan fiiggetlenek.

A fenti rang(A) fogalom segitségével megadhaté egy
sziikséges és elégséges feltétel a linedris egyenle-
trendszer megoldasara:

8. tétel. Az alabbi allitdsok ekvivalensek:

(a) az Az = b egyenletrendszer megoldhatd;

(b) a b az A oszlopterében van;
() mng(él ) = rang(4)



2. Skalarszorzatos vektorterek

Az R3-ben megismert skaldrszorzat mintéjira
természetes R™-ben a skalarszorzatot a
kovetkezoképpen definialni: Legyen

w = (Ur,U,...,Uy), V= (V1,02,...,05).

Ekkor

UV = UV + U2V + - -+ Up Uy

n
= E WiV;
i=1

Koénnen ellen6rizhetd, hogy ez a skalrarszorzat ren-
delkezik az aldbbi tulajdonsigokkal:

a) uv = vu, minden u,v € R”;

(

(b
(c
(d

I

}

+

)wfqurvw minden u,v,w € R"

A,.\

\5

(uv) minden o € R, u,v € V

)
) (u
)
) uw

wu = 0 akkor és csak akkor, ha u = 0.

§

Ennek altalanositdsaként vezetjiik be a

skalarszorzatot:

9. definicié. Egy V vektortérben skaldrszorzatnak
neveziink egy olyan miiveletet, amely barmely w,v €
V ponthoz egy < wu,v > valdés szdmot (mds
néven skaldr szdmot) rendel hozza a kovetkezé tulaj-
donsagokkal:

(a) < u,v >=<v,u >, minden u,v € V;

b) <u+v,w >=< y,w > + < v,w > minden
u,v,w €V esetén

(¢) < (au),v >= a < u,v > minden « € R, u,v €
V esetén

(d) <u,u>>06és <u,u>=0 akkor és csak akkor,

ha u = 0.
Példak:
(a) V =R,
u = (ur,ug,...,Uy), v=(01,02,...,0,).

< U,V >=UjV1 + UV + - - -

(b) V = {f(z)

27 szerint periodikus folytonos fiiggvény}:

+ UpUn

10. definicié. Ha V skalarszorzatos vektortér vek-
tortér, akkor egy v € V vektortér hossza:

lull = vV<u,u>

Példa: R™-ben legyen az u = (ug,ug,...,Uy), v =
(v1,v2,...,0,) és a skaldrszorzat:

< underlineu, v >= sumj_,u;v;.

Ekkor u hossza:

Az R3-ben az
u = (Ul,UQ,Ug),

v = (v1,v2, v3)

vektorok tavolsaga:

Ennek 4altalanositdsas:

11. definicié. Ha V egy skaldrszorzatos vektortér,
akkor u,v € V' kozotti tavolség:

d(u,v) = [lv — ul|.

A kovetkezd cél két vektor &ltal bezart szoget
értelmezni. Ehhez sziikséges az aldbbi tétel:

9. tétel. Legyen V egy skalarsorzatos vektortér. Ek-
kor minden u,v € V esetén

| <u,v>| <||u]]-|[v]].

Bizonyitas: Ha u = 0, akkor mindkét oldal 0.
Tegylik fel, hogy u # 0, akkor minden t € R esetén

0<||lv—tul| =<v—tu,v—tu>=

<y,y>—2t<g,y>+t2<g,y>.

Mivel ez minden ¢t € R esetén igaz, ezért a diszkri-
mindns nem pozitiv, tehat

4 <u,v > =4yl o] <0,

ezért
| <w,v>|<||ull-[lv]|. W

A korabban bevezetett hosszisdgnak az alabbi tulaj-
donsagai vannak:

() flull > 0
(b) |lu]| = 0 akkor és csak akkor, ha u =0
(©) [loul] = faf - [lul|

(d) fu+ ol < Jlull + ||



(d) bizonyitasa:
lutol? =< utv, ut+v >= ||u|*+|]v|[*+2 < u,v ><
[ull? + [[ol? + 2[[a]] - [Jo]] = (Ju+v]|)*®

12. definicié. Legyen V egy skaldrszorzatos vek-
tortér. Az u,v € V, u,v # 0 vektorok altal bezart
sz0g a, ahol

A fenti definicié értelemes, mert

<wu>|
] - ]|

13. definicié. Az u,v vektorok ortogondlisak, ha
<u,v>=0.

10. tétel. Ha v;,v,,...,v, vektorok (v; # 0)
paronként ortogonalisak, akkor linedrisan
fliggetlenek.

Bizonyitas: Legyen
MUy + Aovy + -+ Ay, = 0.
Vegyiik mindkét oldal v,-vel vett skalarszorzatat:
<Ay A+ AUy -+ Ay, v >=< 0,1, >
Mivel tetszOleges a € R esetén
<0,v;, >=<al,v;, >=a <0,v;, >,

ezért
<0,v;, >=0.

De
< AUy + Agvg + - Ay, v >=

< AU Y > 4 < Ay, U > F -+ < Ay, v >=
)\1 <Q1,Ql>+)\2 <y2,gl>++)\k <Qk,yl > .

Az ortogonalitds miatt

|0, ha i#j
<”]””i>{ ]2, Ba =
ezért,
il lvi[* =0,
tehat
\=0.

Példa: T,,-ben az
1, cos z,sin x, cos 2x, sin 2z, . . ., cos nx, sin nT

fliggvények ortogonalisak a Fourier-soroknal tanultak
szerint, ezért linedrisan fiiggetlenek; tovabba nyilvan
generatorrendszert alkotnak igy bazist is.

2.1. Ortogonalis bazisok

11. tétel. Legyen V egy véges dimenzios,
skalarszorzatos vektortér, dimV = n.  Ennek

van olyan by,by,...,b, bazisa, ahol a vektorok

paronként ortogonalisak.

Bizonyitds A bizonyitds sordan haszndlt algorit-
must Gram-Schmidt-féle ortogonaliziciés eljarasnak
hivjék.

Legyen v,,v,, ...,v, egy bazisa V-nek. Legyen

Q1 = V1.

A maésodik bézisvektort a kovetkezd alakban ke-
ressuk:
bz =y + O‘lela

ahol azt akarjuk, hogy b, és b, ortogonalisak legyenek.
Ekkor

0=< bpbg >=< bpyg + a2lb1 >=

<b1722 > Fao <b1,b1 >,

ezért
<by,vy >

RS T B

A kovetkezd bazisvektort
b3 = v3 + a31b; + azb,

alakban keressiik. Azt akarjuk, hogy bs ortogonalis
legyen by és by vektorokra. Ezért

0=< bpbg >=< bpyg + 0431b1 + 0432b2 >=
< bpﬂ:} > tag < bpbl > tage < bpr > .
Mivel < by,by >= 0, ezért

<b1723 >

T

Hasonldéan kapjuk, hogy

_ < by, ug >
@82 = T g, 2

Ezt folytatva by, bs, ..., b, paronként ortogondlis vek-
torokhoz jutunk. Korabban bebizonyitottuk, hogy
az ortogonalitasbdl kovetkezik a fliggetlenség, tehat
dimenziészamnyi fiiggetlen vektort kaptunk, amibdl
kovetkezik, hogy bazist alkotnak. W

14. definici6. Ha a B = {by,by,...,b,} bézis
olyan, hogy a benne szereplé vektorok paronként or-
togonalisak és minden benne szereplé vektorra

||bi|‘:17

akkor B-t ortonormélt bazisnak (ONB) hivjuk.



12. tétel. Ha B = {by,bs,...,b,} egy ortonormélt
bézis az V-ben, akkor u,v € V esetén, ha

(5}
U2
(w)p =

és

(Q) B . )

akkor

< U,V >= U1V + UV + -+ + UpUp.
Bizonyitas:
<u,v >=
< upby +ugby + .. upb,, v1by + vaby + ... VD, >=
n n

33w <ty >

i=1j=1
Mivel B ortonormalt rendszer, ezért

{1, ha i=j

<0ibi>=10 0 ha i+

21127

Innen

n
< Uu,v >= E UiV;. [ |
=1

13. tétel. Legyen B és B’ két ortonormélt bézis

az n dimenziés V vektortérben. Ha P = BB B

bazisdtmenet matrix, akkor £T = £—1_

Bizonyitas: Azt kell megmutatni, hogy

PTP—1.

=n

Legyen
B = {b17b27' . 7bn}

Ekkor a ET i-edik soraban a
(bi)g/ = (ul, U2, ... ,un)

és a P j-edik oszlopdban a

lesz. Innen kapjuk, hogy ng i-edik soranak j-edik
oszlopdban B’ ONB tulajdonsdga miatt

ULV + UV + -+ + Up ¥y =< bzvbj >=

szerepel, ami B ONB volta miatt

|1, ha i=yj
10, ha i#j

a By ONB volta miatt, ami bizonyitja az allitast. B

15. definici6é. Ha A olyan n x n-es matrix, amelyre
é_l = éT, akkor azt mondjuk, hogy A ortogonalis
matrix.

A definiciébdl 14tszik, hogy

14. tétel. Ha A ortogondlis n x n-es matrix, akkor a
sorvektorai és oszlopvektorai is ONB-t alkotnak R"™-
ben.

3. Linearis transzformacio

16. definicié. Legyen V és W vektorterek, T: V —
W pedig egy olyan fiiggvény, amelyre

(a) T(u+v)=T(u)+T(v), minden u,v € V esetén
(b) T(au) = aT'(u) minden o € R és u € V esetén.

Ekkor T-t linedris transzforméciénak nevezziik.
Példak:

(a) R%:

i. Vetités az x tengelyre:

r((%))=(%)

ii. Tikrozés az y = = egyenesre:

r(())-()

iii. Forgatds 90'-kal:

i. Tikrozés 0 — ra:

Ui —ux
T u2 = —U2
us —us

ii. Vetités az xy sikra:

Uy Uy
T u = u
us 0



(c) Legyen
V={f(z): f(z) mindenhol derivilhat6}

W ={f(z): f(x) mindenhol értelmezett}

(d) Legyen A € R™*" z € R", T(z) = Ax.

(e) Legyen az n-dimenziés V' vektortér egy bézisa:
B = {b1,b,...,b,}. Ekkor

T(v) = (v)B
egy linedris leképezés.

(f) Legyen aq,a,,...,a, n-dimenzids sorvektorok.

Képezziik beldle az n x n-es matrixot. Ha az
i-edik sort kivéve rogzitjiik a a sorvektorokat,
akkor igy egy

T(Ql) = det(@l)QQ, e ;Qn)

fuggvényt kapunk. Ez egy linearis transz-

formacié.

3.1. Magtér, képtér

17. definicié. A T : V — W linedris transztformacié

magtere az 0sszes olyan V-beli, vektor, amelynek a

képe a 0:
Ker(T)={v: wveV, T(v)=0}

AT :V — W linearis transztformacié képtere az
Osszes olyan W-beli, vektor, amely el6all képként:

Im(T) =

{w: weW, létezik v eV, hogy T(v) = w}.

Példa: Legyen T : R?> — R3 az a linedris transz-
formécid, amelyik az x,y sikra vetit. Ekkor a magtér
a z tengely, azaz

Ker(T) = {(0,0,t) : t € R},
a képtér pedig maga az z,y sik:
Im(T) ={(x,y,0) : z € R,y € R}.
Megmutathaté az alabbi tétel:

15. tétel. Tetszoleges T : V. — W linedris transz-
formacié esetén

dimV = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)).

3.2. Linedris leképezések matrixa

A linedris leképezés definicigjabdl latszik, hogy
tetszoleges vy, vq,...,V € V  vektorok és

yZm

a1, Qa,. .., 0, valds szamok esetén:
T(a1vy + agvy + - - + amv,,) =

T(a1vy) + T(azvsy) + - + T(amu,,) =
a1 T(vy) + aT'(vy) + -+ + a1 (v,,)

A tovabbiakban csak T : R®™ — R"™ linedris transz-
forméacioval foglalkozunk. Legyen R™ egy bazisa B és
v € R™ esetén

Legyen
U1
V2
(v)B = .
Urn
Ekkor

(T(w)s = Q_vill:)s =Y w(T(b))s.
=1 1=1

Tekintsiik a kovetkez6 n x n-es matrixot:

L, =(T))s,(T(b2))B;- -, (T(,))B)-

Ekkor

(T(Q))B = T:B(Q)B-
A T métrixot a T linearis transzformacié B bazisban
vett transzformaciématrixanak hivjuk. Példék:

(a) R%-ben 60-kal forgatds az origé koriil a
természetes bazisban. Ekkor

1 V3

T(ey) = 26 T 5
és /3
3 1
T(ey) = _721 + 2627
ezért

(b) R2%-ben tiikrézés az x tengelyre a természetes
bézisban. Mivel

T(e;) =€, = leg + Oey

és
T(ey) = —e5 = Oey + (—1)ey,

1 0
T1(0 _1>‘

ezért



(c) R2-ben tiikrézés az y tengelyre a természetes
béazisban. Mivel

T(e;) = —e; = (—1)eg + Oey

és
T(ey) = ey = Oy + ley,

-1 0
r-(7 1)

(d) R2-ben tiikrézés az origéra. Mivel

ezért

T(e;) = —e; = (—1)eg + Oey

és
T(ey) = —e3 = 0y + (—1)e,,

:<(1) _‘1)).

Leellenorizhetd, hogy egy vektorra elébb Tp, majd
Ty transzformaciét alkalmazva éppen T3 transz-
forméaciobdl szarmazd vektort kapjuk. Ez a
matrixokra nézve a kovetkezot jelenti: T = zg.
Ez altaldban is igaz:

A definicié alapjan konnyen latszik, hogy ha 17,75 :
R™ — R™ linedris transzforméciok, akkor To(T7(v)) is
linedris transzformécié (T3) és teljesiil rdjuk, hogy

ezért

I~

zzgl = £3'

Hogyan kaphatjuk meg B és B’ bazisok esetén zB—bél
gB,—t? Tudjuk, hogy

(T(w)p =Tz)5,

(T@)s =T, )5

Jelolje P=Ppp a béazisatmenet matrixot. Ekkor

A cél, hogy adott A n X n-es matrix esetén adjunk
meg olyan P n x n-es invertalhaté maétrixot, hogy
Pl AP, szép legyen!

Mit értsiink ”szép” matrix alatt?

19. definicié. A D n x n-es matrix diagondlis, ha a
f64tlon kiviil minden elem 0, azaz

A O 0
0 Ao 0
D= :
0 0 An
Ha
pr 0 0
0 175) 0
0 0 ... pup
akkor
ALy 0 0
0 )\2,[12 0
:E = N ?
0 0 Anbin
emiatt
AT 0 0
0 A 0
pr=| .7
0 0 ... A\

n

20. definicié. Az A n x n métrix diagonalizalhato,
ha létezik P invertalhat6 n x n-es métrix, amelyre egy
diagondlis D matrixra

D=P'AP.

(T(w)p = P(T(w))5 = PunderlineT p(v)5 = PTsP~ (1)

masrészt

(T'(v))p = Tp (v)Bs

ami minden (v)ps esetén teljesiil, ezért

Ty = P\ TsP.

3.3. Diagonalizalas

18. definicié. Ha é és B n x n-es matrixok és létezik
P invertalhaté n x n-es matrix, hogy

B=P AP,

akkor A és B métrixokat hasonlénak mondjuk.

11

Prébaljunk adott A métrixhoz megfeleld P matrixot
taldlni! A definicié alapjan

PD = AP,
A P oszlopvektorai legyenek:

P = (B1|B2|”'|Bn)'

Ekkor
PD = (\ip, [Aap,| - [Anp, ),
masrészt
AP = (Ap,|Ap,| ... |4p ),
ezért

Ap, = Aip,.



21. definicié. Az A n x n-es métrix sajatértéke a A
valés szam, ha létezik z # 0 vektor, hogy

Az = Ar.

Ekkor z-et sajatvektornak mondjuk.

Hogyan keressiik meg a sajatértékeket,
sajatvektorokat?
Nyilvan

Adz=lzeAz=M z&
Az A z=0(A-AL )z=0

Ez egy homogén linedris egyenletrendszer. Ennek
pontosan akkor van nemtrividlis (z # 0) megoldésa,
ha

det(A — )\l") =0.

22. definicié. A

det(A—AL ) = (—=1)"A"+ U AN a A+ ag
polinomot karakterisztikus polinomnak hivjuk.
Példak:

(a)

[sS

(1/2 1)2
o\ 1/2 172 )
sajétértékei, sajdtvektorai (y = x egyenesre

vetités matrixa a természetes bédzisban)

(b) 45-kal valé forgatds madtrixa a természetes
bézisban:

(45 1)

[is

I

Il
o= o
—_ O =

1
1
1

A sajatvektorokkal mér leirhatd, hogy egy n X n-es
matrix mikor diagonalizélhaté:

16. tétel. Az A n x n-es matrix akkor és csak akkor
diagonalizalhatd, ha van n db fiiggetlen sajatvektora.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy az A n x n-es métrix
diagonalizalhatd, azaz 1étezik egy invertalhaté n x n-
es P mdtrix, amelyre

D =P 'AP,
ahol
MO0 ... 0

0 X ... O

IS
[

Ekkor

A P oszlopvektorai legyenek:

P =(p,lp,l---Ip,)-

Ekkor oszlopvektorok szerinti felirdsban
PD = ()\1}21|)\232| . |>‘"Bn)’

masrészt

AP = (4p,|4p,|.--14p,);
azaz p-ik sajétvektorok (p, # 0, mert P in-
vetdlhatd) és gi—k linearisan fliggetlenek szintén az in-
vertalhatosdg miatt.
Most tegyiik fel, hogy A-nak létezik n db linedrisan
fliggetlen sajatvektora. Legyenek ezek:
317327 e ,B )

n
és

Qi = /\i&.
Legyen P az a mdtrix, amelynek oszlopvektorai
PPy oD,

P=(plp,l---Ip,)

és legyen
A 0 L. 0
0 Ao ... 0
D= :
0 0 ... X\,
Ekkor
AP = (4p,|Ap,| . |Ap,)
és
PD = ()‘1£1|)‘292| o |)\n£n),
igy

Mivel a p-k linedrisan figgetlenek, emiatt P in-
vertalhaté, ezért

D=pP'AP. W

A fenti tétel szerint a diagonalizdlds sordn az A
n X n-es matrixhoz kerestink n db linedrisan fiiggetlen
sajatvektort:

Ap; = Aip;.

Ekkor
P=(plp,l---Ip,)

és

A 0 L. 0

0 X ... O

D=1| .
0 0 An



matrixokkal
D=PlAP.

Példa: Diagonalizaljuk az

maétrixot!
Megoldas:...

Mire haszndlhatjuk a diagonalizalast? Ha az A
matrix diagonalizdlhatd, akkor konnyen szamolhatd
az A hatvéanyai:

D=P AP = A=PDP_,
ezért
A™ = (PDP_Y(PDPY)...(PDP!) =
PD(P_'P)D(P_'P)D...(P_'PDP ' =
pPDpmpL

de ebben a szorzatban mar mindent ismertink.

A kovetkezd itt nem bizonyitott tétel egy elégséges
feltételt ad arra, hogy mikor diagonalozalhaté egy
matrix:

17. tétel. Az A n x n-es matrix diagonalizdlhatd, ha
A-nak n db kiilénb6z6 sajatértéke van.

4. Kvadratikus alakok

A sajatérékek alkalmazdsaként végiil olyan kérdéseket
vizsgalunk meg, hogy az

Az? + By? + Cay =1
milyen gorbét ir le a sikban és az
Az? + By? + C2°> + Day+ Exz + Fyz =1

milyen feliiletet ir le a térben.
El6szor nézziik meg, hogyan kapcsolddik ez a linearis

algebrahoz!
Legyen
A= ( 01 012
= a1 Q22
és
(3)
z = .
Y
Ekkor

zT Az = aj2® + a22y2 + (a12 + az21)zy.

a1l a2 ais
a21 ag22 G423
a31 asz a33

[l
I

és

akkor
a:Téa: = a112® + axny® + azsz*+

(a12 + a21)xy + (a13 + as1)zz + (a3 + ass)yz.
Altaldban, ha

é = (aij)nxn
és
1
Z2
X = )
Tn
akkor

2

T 2 2
' Az = a1127 + 2275 + - + Apn Ty, +

(@12 + ag1)z122 + (@13 + az1)zizs + . ..
s (anfl,n + an,nfl)xnflxn
A kozépiskolaban tanultuk, hogy az
Az? + By* =1

egyenlet vagy ellipszist vagy hiperbolat ir le. A célunk
az, hogy egy
xTéx

in.  kvadratikus alakban az x;-ket 1ugy transz-
formaljuk:

Yi = ci1T1 + CipTo + - F CinTp, 1<i<n

amelyre

2" Az = y" Dy

teljesiil valamely D diagonalis matrixxal. Legyen

Ekkor

ezért

masrészt a diagonalizdlas azt adja, hogy
D =P 'AP,

ezért

pr=p ",

azaz P ortogondlis matrix



23. definicié. Az A n X n-es matrix ortogondlisan
diagnalizalhat, ha létezik egy P n x n-es ortogonélis
matrix, amelyre

D =P 'AP,
valamely diagondlis D matrix esetén. Bebizonyithato:

18. tétel. Az A n x n matrix ortogondlisan diago-
nalizdlhat6, akkor és csak akkor, ha A szimmetrikus
méatrix.

Mivel minden kvadratikus alak felirhaté
alle + a22x§ —+ -+ annxi—i—

+2a12712 + 20137123 + - -+ + 20510 Tn—1Tn

alakban, emiatt minden kvadratikus alakhoz
talalhat6 A szimmetrikus métrix, amelyre a kvadra-
tikus alak

2" Az

alaki, ezért minden kvadratikus alak diagona-
lizalhato.
Hogyan diagonalizdlhaté egy

2" Az =1
egyenlet?
(a) A kvadratikus alakot frjuk
alakba, ahol A szimmetrikus méatrix

(b) Hatdrozzuk meg azt a

P=(plp,l---.lp,)

métrixot, amely ortogondlisan diagonalizélja A-
t. Ekkor
Qi = Aiﬂi'

(c) Ekkor a PPy, ---»p, dltal meghatdrozott dj
koordinatarendszerben a keresett egyenelet:

MYS + Xays + -+ Ay
Példa:
(a) Hatérozza meg az
P try+y?=1

megoldasat!

b) Hatarozza meg az
( g
422 4+ 4y + 42% + doy + 4oz + dyz = 1

megoldasat!
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