Matematika A4 - Valdsziniiségszamitas 2023. december 13.

1. p6tzh megoldasok

1. Floridaban az éjjel-nappali Wallmartba betérd aligédtorok szama Poisson eloszldsti A = 1/nap, az ugyan-
ide latogat6 oposszumok szama A = 2/nap. (Az aligdtorok és az oposszumok fliggetlenek egyméstol.)
(a) Mennyi a valdsziniisége, hogy déltdl este 6-ig latunk legalabb 2 aligatort? (2p)
Megoldas Legyen A(t) a t > 0 napig latott aligdtorok szama. Ekkor a feladat szerint A(t) egy
Poisson-folyamat A = 1 intenzitassal. Ekkor a déltol este 6-ig latott aligdtorok szama
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A Kkeresett valdszinliség

P(A(i)—A@) 22) :1—P(A(i>—A(;> gl) :1—e—i—e—i&mo.0265.

(b) Mi lesz az allatok eloszldsa egy napra nézve? (Eloszlas neve és paraméterei?) (2p)
Megoldas Legyen N(t) a t > 0 napig latott allatok szdma. Ekkor N(t) = A(t) + O(t), ahol O(t)
a t > 0 napig latott oposszumok szama, ami egy Poisson-folyamat 2 intenzitassal. Mivel ez két
fiiggetlen Poisson-folyamat Gsszege, igy egy Poisson-folyamat lesz A = 1 + 2 = 3 intenzitassal.
Ekkor az 1 nap alatt észlelt allatok szama

N(1) ~ Poi(1-3) = Poi(3).

(c) Mennyi a valészintlisége, hogy ha du. 3-ig nem latunk egy allatot sem, akkor 4 utdn bukkan fel az
els6? (3p)
Megoldas Legyen 7 két alltat felbukkandasa kozott eltelt id6 napokban. Ekkor

T ~ Exp(3),

hiszen akkor az id6 exponencidlis ugyanazzal a paraméterrel, ami a megfelelé6 Poisson-folyamat
intenzitasa. Ekkor a keresett valdszinliség az exponencidlis 6rokifjusagat hasznalva
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(d) Ha 5 és 6 kozott volt 3 allat, mi a valdszinlisége, hogy ebbdl pontosan 1 oposszum volt? Mi az

oposszumok eloszldsa a 3 allat k6zott? (Add meg az eloszlas nevét és paramétereit!) (3+2p)

Megoldas Mivel az oposszumok ardnya az Osszes allathoz képest % = % és a harom Aallat

egymastol fiiggetleniil volt oposszum vagy aligator, igy amennyiben X az oposszumok szama,

akkor )
X ~Bin(3,=].
1n< ,3)
Ekkor a keresett valésziniiség

2
P(X =1) = (i’)z (;) = 3 ~ 0.2222.

(e) Mennyi a valésziniisége, hogy hétfén a 4. aligdtor valamikor este 6 utdn bukkan fel? (Ebbe azt is
beleértjiik, hogy nem bukkan fel aznap egyéltalan.) (3p)
Megoldas Az este hatig felbukkant aligdtorok szama

()42 om(l)

Ekkor a keresett valdszintiség
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(f)

Mennyi a valdszintisége, hogy ha délig volt 3 oposszum, akkor volt 4 is (éjfélt6l 12-ig)? (3p)
Megoldas Az oposszumok szama délig

0 (;i) _0 (;) ~ Poi (; . 2) — Poi(1).

Ekkor a keresett valésziniiség
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~ 0.2365.

2. Egy atlagos oposszum tvoltése egyenletes eloszlasi 100dB varhaté értékkel és 10/3 dB szorassal.

(a)

Mi az oposszumok hangtartomanya? Egy olyan miiszeren mériink, ami legfeljebb 100dB-t tud, és
ez a miiszer kiakad. Mi a valdsziniisége, hogy az éllat 105dB-nél is hangosabb volt? (3+2p)

Megoldas Tudjuk, hogy amennyiben X egy oposszum iivoltése dB-ben, akkor X ~ Uni(a,b).

Tovabba b 10 5
a —a
100 =E(X) = < — =D(X) = .

Amibél az aldbbi egyenletet kapjuk

a—+ b= 200
%
V3

Ami megoldva a = 100 — % és b =100+ 1—%. A keresett valészintliség

b—a
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( | ) P(X > 100) ]P’(X > 100) \17%0 %
2.10
V3

Kivalasztunk a populdciéb6l 10 oposszumot és megmérjiik az tivoltésiiket (minden mérés utdn
visszaengedjitk 6ket a természetbe). Mennyi a val6sziniisége, hogy lesz legaldbb 2, amelyik han-
gosabb 95dB-nél? (3p)

Megoldas Annak a valdszinlisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott oposszum hangosabb

95dB-nél
2 +5

P(X > 95) = f ~ 0.9330.

10

V3
Ekkor mivel mind a 10 oposszum egymastol fiiggetleniil ekkora valdszinliséggel lesz hangosabb
95dB-nél, amennyiben H a 95dB-nél hangosabb oposszumok szama, akkor

H ~ Bin(10,0.933).

Ekkor a keresett valdszintiség

P(H>2)=1-PH<1)=1- (10()) (0.933)° (1 — 0.933)*° — (11()) (0.933)' (1 —0.933)? ~ 1.

A floridai oposszumok hangosabbak, mint az atlag, nekik 110dB és 130dB kozott van a hangere-
jik, még mindig egyenletes eloszldssal. A floridai oposszumok teszik ki az egész populacié 10%-4t,
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a maradék 90% &tlagos. Ha random véalasztok egy oposszumot a populdciobdl, mennyi a valdszi-
niisége, hogy hangosabb lesz, mint 95 dB? Ha sikeriilt valasztanom egyet, amelyik hangosabb,
mint 95dB, mi a val6szintisége, hogy az floridai volt? (4+2p)

Megoldas Legyenek az aldbbi események

A = {az oposszum atlagos} és F = {az oposszum floridai} .

Ekkor tudjuk, hogy
P(A) =0.9 és P(F) =0.1.

Tovabba amennyiben a Y a floridai oposszumok hangterjedelme dB-ben, akkor Y ~ Uni(110, 130).

Ekkor 50
P(Y = — =1.
(Y > 95) 50

Ekkor amennyiben
C' = {az oposszum hangosabb 95dB-nél} ,

akkor a mostani és az el0z6 részfeladat szamitasai alapjan tudjuk, hogy
P(C|A)=0.933 és P(C|F)=1.

Tovabba A és F teljes eseményrendszert alkot, mivel koziillok pontosan az egyik kévetkezik be.
Ekkor a teljes valosziniiség tétele miatt

P(C) = P(C'| A) - P(A) + P(C| F) - P(F)
=0.933-094+1-0.1
~ 0.9397.

Masfel6l Bayes-tétele alapjan

(C|F) 1-01

- ~ 0.1064.
P(C) — 0.9397

P(F|C) ="

Van 10 atlagos és 3 floridai oposszumom, ha kijelolok koziiliik random 3-at, mi a valdszinlisége,
hogy az egy hangos csapat lesz, azaz lesz kozottiik legalabb 2 floridai? (3p)

Megoldas Mivel minden kijel6lés valdszinilisége azonos, igy klasszikus valésziniiségi mezével sza-
molhatunk. Ekkor a 0sszes elemi esemény szamas:

13
— 286.

A kedvez6 elemi események szdma, amikor pontosan 2 floridait vagy pontosan 3 floridait vilasz-

tunk ki:
10\ /3 10\ /3
=10- 1-1=31.

A keresett valdszinliség ekkor
31
— =~ 0.1084.
286

3. Legyen X siirtiségfiiggvénye f(x) =c- 27 ha 0 <z <7 és 0 egyébként.

(a)

Milyen c-re lesz ez egy stirtiségfiiggvény? (3p)
Megoldas Az f fliggvény integraljanak a teljes szamegyenesen 1-nek kell lennie.

1= /OO f(z)dx = /70 L dr=c [11n(x2 + 1)]I7 = lln(SO) c
N —00 n 0 x? +1 B 2 =0 B 2 .
Amibdl
= ~ 0.5112.
“~ In(50)

Tovabba ezzel a valasztassal a fliggvény nemnegativ marad, igy ez lesz a jé c.
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(b) Mennyi lesz P(X > 5)? (2p)
Megoldas A keresett valdszinliség

P(X>5):/500f(w)da: 20)/57 T dr

" In(5 22 + 1
2 J1 =T In(50) — In(26)
_ Zln(x?+1 =~ 7 ~(0.1672.
In(50) {2 n(@” + )L:5 In(50)

(c) Mennyi lesz E(X)? (3p)
Megoldas

E(X)—/Oox f(a:)dx—/7a: 2 Y o= 2 /7 «” dx
) ~Jo 7 In(50)224+1 " In(50) Jo x2+1
2 7 1 2 —7 14 —2arctan(7)
= l———— ) do= — arct =T ~ 2.8482.
In(50) /o ( 22 + 1) = Tn(o0) & T aetan(@)o= In(50)

4. Egy folytonos X valvaltozénak a varhaté értéke és a szérasa is 2. Melyiknél lesz nagyobb P(X > 3)
ha X ~ Exp()\) vagy ha X ~ Uni(a,b)? Mennyi lesz P(X > 3.5| X > 2)?(Mindkét tipusi valtozéra
valaszold meg!) (443p)

Megoldas Amennyiben X ~ Exp()\), akkor

2 = E(X) = és 2=D(X) =<,

1
)
amibdl A = % Ekkor a keresett valészintiségek
P(X>3)=1-P(X<3)=1—(1—e23) =¢ 2 ~ 02231,
tovabba az orokifjusag miatt
P(X >35|X>2)=P(X >2+15|X>2)=P(X >15)=1-(1—e 25) =1 ~ 0.4724.

Amennyiben X ~ Uni(a,b), akkor

a+b b—a
2=E(X) = és 2=D(X) = :
(=" ()=
Ekkor az alabbi egyenletrendszert kell megoldani
a+b=4
b—a=2v12
Innen pedig a =2 — /12 és b = 2 + +/12. Ekkor a keresett valészinliségek
2++/12-3
P(X > 3) = ZEVIZTS L 03557,
24/12
tovabba
2+v12-3.5
P(X >3.5, X >2) P(X >3.5) 12
P(X >35|X >2)= = = ~ 0.5670.
(X>35] ) P(X > 2) P(X > 2) 7%@*2
2v/12

Innen az is lathaté, hogy P(X > 3), akkor lesz nagyobb, ha X egyenletes eloszlasu.



