Matematika A4 - Valdsziniiségszamitas 2025. szeptember 9-10.

1. Gyakorlat
Kombinatorika, klasszikus valészintiségi mez6

Kombinatorika

Ismétlés nélkiili permutacié: n darab kiillonb6zé elemet sorba rendeziink: n!

Ismétléses permutacio: n darab elemet sorba rendeziink, de koztiik ni,no,...n; darab

n!
egyforma;: ———
ni!-ngl---ny!

Ismétlés nélkiili variacié: n darab elem koziil kivalasztunk k kiillonb6z6 darabot a sorrend figye-
7 7 . n'

lembevételével: m

Ismétléses variacié: n darab elem koziil kivalasztunk k darabot (egyet tobbszor is valaszthatunk) a

sorrend figyelembevételével: n*

Ismétlés nélkiili kombinacié: n darab elem koziul kivalasztunk k kiilonboz6 darabot a sorrend

|
figyelembevétele nélkiil: ﬁ = Z

Ismétléses kombindcié: n darab elem koziil kivalasztunk k darabot (egyet tobbszor is valaszthatunk)

a sorrend figyelembevétele nélkiil: <n +Z B 1)

A Kklasszikus val6szintliségi mez6

Egy kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezziik.

Az elemi események halmaza az eseménytér ().

Az eseménytér (bizonyos) részhalmazait (A C ) eseményeknek nevezziik.
Miiveletek eseményekkel:

— A NB: az az esemény, ami pontosan akkor kivetkezik be, ha A és B kozil mindketté bekdvet-

kezik.
— AUB : az az esemény, ami pontosan akkor kovetkezik be, ha A és B koziil legaldbb az egyik
bekovetkezik.

— AC : az az esemény, ami pontosan akkor kovetkezik be, ha A nem kévetkezik be.

— A C B: az A esemény maga utan vonja a B eseményt

ANB=10:az A és B kizaré események (a ketts egyszerre nem kovetkezik be).
A valészintiiség:

— 0<P(A) <1 minden A eseményre

-P(Q)=1

— Amennyiben Aj, As,... paronként kizaré események
oo o

P (U An) =Y P(4,).
n=1 n=1

Amennyiben az eseménytér véges és minden elemi esemény egyforma valészintiséggel kovetkezik be (ez
a klasszikus valdszintliségi mezd), akkor az A esemény valésziniisége

_ Al

P(4) = g
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Néhany hasznos azonossag
e (ANB)Y =A°UB% ¢ (AUB)Y = A° N BY
o P(A%)=1-P(A)
o AC Besetén P(A) <P(B)
« P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANDB)

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

Feladatok

1. Hanyféle (nem feltétleniil értelmes) szét kapunk az ABRACADABRA sz6 bettiinek az 6sszekeverésével?

Megoldas Mivel 6sszesen 11 betii all rendelkezésre, de ezek kozott 5 darab A, 2 darab B és 2 darab
R kozott nem tesziink kiilénbséget, igy Osszesen

11!
5o g 03160

féleképpen tudjuk éket sorba rendezni.

2. 10 kiilonbo6z6 izt fagylalt koziil hanyféleképpen valaszthatunk 3 gombdcot Ggy, hogy kiilonb6zo fajtakat
valasztunk? Hanyféle lehet&séglink van, ha tolesérbe kérjiik (vagyis szdmit, hogy melyik van legalul,
kozépen és feliil)? Amennyiben egy izt akar tobbszor is valaszthatunk?

Megoldas

e Amennyiben mindegyikbdl csak egyet valasztunk, akkor
10 10!
= = 120.
( 3 ) 3.7

10-9-8 = 720.

Illetve, ha tolcsérbe kérjik, akkor

¢ Amennyiben mindegyikbdl tobbet is valaszthatunk, akkor

10+3-1 _ 12 _ 990,
3 3

Illetve, ha tolcsérbe kérjik, akkor
10* = 1000.

3. Egy tanszéken véletlenszerlien osztdlyoznak, csak azt hatarozzdk meg el6re, hogy a kiilonb6z6 osz-
talyzatokbdl hany darabnak kell sziiletnie. Hanyféleképpen alakulhatnak a hallgaték jegyei egy 20 fos
csoportban, ha minden érdemjegyhez 4-4 hallgatét szeretnének kivalasztani?

Megoldas Kétféleképpen is meg tudjuk oldani.

o El6szor valasszuk ki, hogy a 20 hallgaté koziil kik kapjak az 1-es érdemjegyet. Majd a maradék
16 hallgaté koziil azokat, akik a 2-es érdemjegyet kapjak és igy tovabb. Ez 6sszesen

(2)-(5)-(2)- () () -

« Most rogzitsiik a hallgatok sorrendjét. Allitsuk parba melléjiik a jegyeket. Mivel 20 jegyet kell
kiosztani, de mindegyik érdemjegybol az 5-5 darab kozott nem tesziink kiilonbséget, ezért ez
0sszesen

20!

ATt = 305540235 000.
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4. Héanyféleképpen tud 10 ember egy kor alaki asztal koré leiilni?

Megoldas Egy adott széktol kezd6dben kezdjiik el feltolteni a helyeket. Ez 10! féleképpen tudjuk meg-
tenni. Azonban a forgdsszimmetria miatt mivel énkényesen valasztottuk meg a kezddépontot, minden
lehet6séget 10-szer szamoltunk meg, igy Osszesen

10!
— = 9! = 362 888.
10
5. Egy dobozban van 7 zold és 4 fehér golyd. Visszatevés nélkiil kivesziink harmat. Mennyi a valészintisége,

hogy az elsé kett6 zold és a harmadik fehér lesz?

Megoldas Szamoljuk meg gy az elemi eseményket, hogy a sorrendet figyelembe vessziik. Ekkor az
Osszes elemi esemény szdma [Q2| = 11-10-9 = 990. A kedvezd elemi események szama |A| = 7-6-4 = 168,
hiszen az mar régzitve van, hogy milyen sorrendben kell érkezniiik. Ekkor

168 28
P(A) = —=-— =0.1697.
(4) 990 165

6. Két dobdkockat feldobunk. Mennyi a valdszinlisége, hogy a két dobas eltérése legfeljebb 27
Megoldas Legyen A az az esemény, hogy a két dobés eltérése legfeljebb 2. Ekkor mivel A pontosan
azt jelenti, hogy az eltérés 0 vagy 1 vagy 2, fennall az alabbi egyenlGség

A=AgUA; U Ay,

ahol A; az az esemény, hogy a dobds eltérése pontosan j = 0, 1, 2. Tovabbd ezek az események paronként
kizardak, mivel egyszerre semelyik kett6 nem kovetkezhet be. Vagyis

P(A)=P(Ay) +P (A1) +P(As).

Tovabba az Osszes elemi esemény szama |2 = 62 = 36. Masfeldl a kiilonbség tigy lehet csak 0, ha
mindkét kockdn ugyanaz szerepel, vagyis |Ag| = 6. Ahhoz, hogy a kiilonbség 1 legyen 5-féleképpen
tudjuk megvalasztani a kisebbik szamot. Ekkor a nagyobbik szam mar determinalva van, de ezek 2-féle
sorrendben szerepelhetnek a két kiilonb6z6 kockan, vagyis |A1| = 5-2 = 10. Hasonléan |As| = 4-2 = 8.

Azt kaptuk, hogy
6 10 8 2

PA=—=+—+4+—=-.

(4) 36 + 36 + 36 3

7. Az 1-t6] 1000-ig terjed6 szamok koziil taldlomra kivilasztunk egyet. Mi a valésziniisége, hogy a szdm
6-tal vagy 8-cal oszthatd?

Megoldas Tekintsiik az alabbi eseményeket
A = {a szadm oszthaté 6-tal} és B = {a szdm oszthat6 8-cal} .

Ekkor a keresett valészintiség P (A U B), hiszen ez annak az események a valészintisége, hogy a szdm
oszthaté 6-tal vagy 8-cal. Ekkor

P(AUuB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

El8szor 166 195
P(A) = —— és P(A) = ——,
1000 1000
hiszen az 1 és 1000 kozotti 6-tal oszthaté szamoknak a szama {%J = 166 és hasonldéan a 8-cal

oszthatéak szdma {%J = 125. Itt |-] az als6 egész rész.

Masfel6l AN B az az esemény, hogy a szadm 6-tal és 8-cal is oszthatd, ami pontosan azt jelenti, hogy a
szam oszthato a legkisebb ko6zos tobbszorosiikkel, vagyis 24-gyel. Innen

41

Osszegezve
166 125 41 1

( ) 1000+1000 1000 4
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8. Egy vizsgaban 10 feleletvalasztos kérdés van, 4-4 vilaszlehetGséggel, mindegyik kérdésnél pontosan egy
valasz a helyes. Egy vizsgdz6 tanulds nélkiil véletlenszeriien kivalasztva tolti ki a feladatlapot (minden
kérdésnél pontosan egy lehetéséget valaszt).

(a) Mennyi a valésziniisége, hogy egyik kérdésre sem valaszol helyesen?
Megoldas Az sszesen || = 410 féle médon toltheti ki a tesztet, hiszen mind a 10 kérdésre 4 féle
lehetéséget valaszthat. Amennyiben Ay az az esemény, hogy 0 kérdésre valaszol helyesen, akkor
| Ao| = 30, hiszen mind a 10 kérdésnél 3 rossz valaszlehetéség létezik. Vagyis
310

25 ~ 0.0563.

P(Ap) = 1

(b) Mennyi a valdszintisége, hogy legaldbb harom kérdésre helyesen valaszol?

Megoldas Erdemes kiszdmitani a komplementer esemény valészintiségét. Annak az eseménynek,
hogy legalabb harom kérdésre helyesen valaszol a komplementere, hogy legfeljebb 2 kérdésre
valaszol helyesen. Ekkor a keresett valészinliség

1-P(Ag) —P(A) —P(A),

ahol A; az az esemény, hogy pontosan j = 0,1,2 kérdésre valaszol helyesen. Az Ag, A és A
események nyilvanvaléan paronként kizaréak. Kordbban méar Ag valdsziniiségét kiszamoltuk. To-

vabba .
10\ 3

hiszen el6szor kivalasztjuk, hogy melyik kérdésre valaszol helyesen, majd a maradék 9 kérdésre
3%-féle kiilonbozé médon valaszolhat rosszul. Hasonlbéan

10\ 38

Amibdl
1—P(Ag) — P(A;) — P(Ay) ~ 0.4744.

9. Az o6toslotté (5 darab kiilonb6z6 szamot hiznak 1 és 90 kozott) esetében szamoljuk ki az aldbbi
valoszintiségeket.

(a) Mindegyik kihuzott szam legfeljebb 50.
Megoldas Legyen A az az esemény, hogy mindegyik kihtizott szam legfeljebb 50.

(%)
P(A) = -32 ~0.0482.

5)

—

(b) Mindegyik kihtizott szdm péaros.

Megoldas Legyen B az az esemény, hogy mindegyik kihtizott szam péros.

(5)
P(B) = —55- ~ 0.0278.
(5)
(¢) Mindegyik kihizott szdm 1 és 50 kozotti paros szam.
Megoldas Ez az esemény pontosan AN B.
(%)
P(ANB) = -2~ 0.0012.

90
(5)
(d) Van olyan szdm, ami legfeljebb 50 vagy péros.
Megoldas Ez az esemény pontosan A U B.

P(AUB) =P (A)+P(B) — P (AN B) ~ 0.0743.
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10. 10 ember (koztiik Alice és Bob) véletlenszertien leiil

(a) egy padra.
(b) egy kor alaku asztal koré
Mennyi a valészintisége, hogy Alice és Bob egymaés mellé il?

Megoldas

(a) Osszesen |Q,| = 10! féleképpen tudnak leiilni a padra. Tekintsiik Alice-t és Bob-ot egy embernek.
Ekkor 9!-féleképpen tudjuk egymaés mellé tiltetni az embereket. De Alice és Bob egyméashoz képes
2-féle sorrendben szerepelhet. Ez 6sszesen |A| = 9! 2. A keresett valésziniiség

9.2 1
PA =0 =5

(b) Kordbban kiszamoltuk, hogy || = 9!. Mésfeldl az el6z6 részbeli triikkkot alkalmazva és Gket
egyetlen személynek tekintve adddik, hogy |B| = 8!- 2. A keresett valosziniiség

1.2 2
P(B) =

9 9
11. 10 hazaspér tancolni ment. Mindenki pontosan egy ellenkezé nemii emberrel tdncolt. Mennyi a valé-
szintisége, hogy pontosan 7 hazaspar tagjai tancoltak egymaéassal?

Megoldas Rogzitsiik egy fix sorrendjét a holgyeknek. Majd melléjiik rendezziik sorrendbe a fériakat.
Ekkor annyi par képezhetd, ahdnyféleképpen a férfiak sorrendbe rendezhetéek, vagyis [©2| = 10!.

Most legyen A az az esemény, amikor pontosan 7 hazaspar tagjai tdncolnak egymédssal. El6szor is
(130) = 120 féleképpen valaszthatjuk, ki azt a 3 part, akik nem egymassal tancolnak. Legyenek a
holgyek Fi, Fy, F3 és a férfiak My, Mo, Ms. Kénnyen lathatd, hogy az Osszes lehetsééges péarositas, ahol
senki sem tancol a sajat partnerével a kovetkezoek:

(F1, Ms), (Fy, M3), (F3, M) és (F1, M3), (Fy, My), (F3, Ms),

10
Al = -2 = 240.
= () 22w

240
P(A) = J57 ~ 0.00006138.

ami 6sszesen 2 lehetoség, igy

A keresett valdszinliség



