Matematika A4 - Valdszinliségszamitds 2025. szeptember 17.,23.

2. Gyakorlat
Feltételes valésziniiség, teljes valoszinliség tétele, Bayes-tétel, fiiggetlenség

Feltételes valGszintliség

Definicié (Feltételes valdszintliség) Legyenck A, B események és P(B) > 0. Ekkor az A esemény B
eseményre vonatkozo feltételes valdszinisége

P(AN B)

PAIB) = 55

Allitas (Szorzasi szabaly) Legyenek A1, Ay, ..., A, események, hogy P(A1N---NA,) > 0. Ekkor telje-
sul, hogy

P(AlﬁAzﬁ'“ﬁAn):P(An‘AlﬂAQﬂ-"ﬂAn_l)P(An_l’AlﬂAgﬂ“-ﬂAn_Q)--'P(AQ‘Al)P(Al).

Teljes valoszintiiség tétele

Definicié (Teljes eseményrendszer) Az By, By, Bs, ... események teljes eseményrendszert alkotnak, ha
egyszerre pontosan eqy esemény kovetkezik be kozilik. Formalisan:

1. BN\ Bj =0 minden i # j esetén,

2. U, Bn = Q.

Tétel (Teljes valdszinliség tétele) Legyen By, Ba, Bs, ... teljes eseményrendszer, hogy P(B;) > 0 (i =
1,2,3,...). Ekkor minden A eseményre igaz, hogy

IP)(A) = ZP(A ‘ Bn)]P(Bn)

Bayes tétel
Tétel (Bayes) Legyen By, Bo, Bs, ... teljes eseményrendszer, hogy P(B;) > 0 (i = 1,2,3,...). Ekkor min-

den A eseményre igaz, hogy
A|By)P(Br) _ P(A| By )P(B)
P(A) >n P(A| Bn)P(Bn)

B(By | A) = 2\

Fiiggetlenség

Definicié (Fiiggetlenség) Az A és B események figgetlenek, ha
P(AN B) =P(A)P(B).
Allitas Amennyiben P(B) > 0, akkor az A és B események pontosan akkor figgetlenek, ha
P(A|B) =P(A).

Definicié (Teljes fiiggetlenség) Az Aj, Ag, As,... események akkor teljesen fiiggetlenek, ha bdrhogyan
valasztunk ki kozilik véges sokat i1 < i9 < --- < iy, akkor azokra teljesil, hogy:

]P)(Ail N Ai2 n---N Alk) = P(Ail) : P(Alé) T P(Alk)
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Feladatok

1. Feldobtunk harom dobdkockat. Feltéve, hogy a dobott szamok 6sszege 15, mennyi a valdszinilisége,
hogy van koztiik hatos?

Megoldas Legyenek az aldbbi események
A = {van 6-o0s} és B = {a dobott szamok Gsszege 15} .

Ekkor kell P(AN B)
N
P(A|B) = ———
Az bsszes elemi esemény szdma 63 = 216. 15 kovetkezéképpen lehet az Gsszeg.

5= 64+64+2 = 64+5+4 =5+54+5
—— — —

%:3 lehetsség ~ 3!=06 lehetdség 1 lehet8ség

Amibél 10
B)=—.
(B) 216
Tovabba AN B az az esemény, amikor az Osszeg 15 és szerepel 6-os, ami 6sszesen 9 lehetGség, vagyis
P(ANB) = —
216"
Innen adédik, hogy
9
P(A|B)=— =0.9.
(A1B) =

2. Egy érmét haromszor feldobunk. Feltéve, hogy van fej a dobasok kozott, mennyi a valdsziniisége, hogy
irds is van?

Megoldas Legyenek az alabbi események

A = {van irés} és B = {van fej} .

Ekkor kell P(AN B)
N
P(A|B)= ————=
Az bsszes elemi esemény szdma 23 = 8. Annak a valészintisége, hogy van fej
— 1 7
P(B) =1 -P(B) =l-m=g

Az AN B esemény pontosan azt jelenti, hogy fej és iras is szerepel. Ez igy lehetséges, hogy egy irds és
két fej (3 lehet&ség), illetve két fej és egy irds (3 lehetdség), vagyis

6 3
W=5=1
Innen 5
]P’(AﬁB) 7 6
P(A|B) = ———~ =4 = -~ ~0.8571.

3. Egy rekeszben 15 teniszlabda van, melyek koziil 9 még hasznalatlan. Hirom jatékhoz kivesziink tala-
lomra hdrom-harom labdét, kézben minden jaték utan visszarakjuk azokat a rekeszbe. (Nyilvan ha volt
koztiik hasznélatlan, az a jaték soran elveszti ezt a tulajdonsagat.) Mennyi a val6sziniisége annak,hogy
mindharom kivételhez egy 14j és 2 hasznalt labda keriil a keziinkbe?

Megoldas Legyenek az aldbbi események

A; = {az i-edik jatékhoz 1 hasznélatlan és 2 hasznélt labddt hasznalunk} (1=1,2,3).
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Ekkor a keresett valdszintiség

P(Al NAsN Ag)

A szorzasi szabaly alapjan
]P)(Al NAsN Ag) = ]P(Ag |A1 N Ag) . ]P)(A2 |A1) . ]P)(Al)
Tovabba

9\ (6 8 (7 7 (8
(1)1§2)’ (1)1§2) és P(Ag ‘ Al N AQ) — (1)1&52)’
(3) (3) (3)

hiszen vegyiik észre, hogy amennyiben a kordbbi hizasokat feltessziik, akkor a hasznalatlan labdak
hasznaltak lesznek, igy a szamuk eggyel csokken. Ezzel parhuzamosan a hasznalt labdak szama eggyel

no. Innen . g 7 o G
P(Al N A2 N Ag) — (1)1§2) . (1)15(2) . (1)152)
) G) ()
4. El6szor huzunk egy lapot egy 52 lapos franciakartya-csomagbdl. Ha ez pikk, egyszer, egyébként kétszer
dobunk fel egy szabalyos dobdkockat. Mennyi a valészinlisége, hogy lesz hatos dobés?

P(A;) = P(Ay| Ay) =

~ 0.0472.

Megoldas Legyenek az aldbbi események
A = {egyszer sem dobunk fejet},

illetve
By = {nem hutzunk pikket} és By = {pikket hizunk} .

Vegyiik észre, hogy B; és Bs teljes eseményrendszert alkotnak, hiszen egyszerre pontosan egy kovet-
kezik be koziliikk. Ekkor a teljes valdsziniiség tételét hasznalva

P(A) =P(A| Bo) P(By) + P(A| By) P(B))

52 3 1 1
176—2 1 6 4
11 3+1 1
36 4 6 4
13
=" ~0.2708.
48

5. Feldobunk egy szabalyos kockat, majd egy szabalyos érmét annyiszor, amennyit a kocka mutat feldo-
bom.

(a) Mennyi a valésziniisége, hogy egyszer sem dobunk fejet?

(b) Feltéve, hogy egyszer sem dobunk fejet, mennyi a valészintisége, hogy a kockdval 6-ost dobtunk?
Megoldas Legyenek az alabbi események

A = {egyszer sem dobunk fejet} ,

illetve
B; = {a kockéval i értéket dobunk} (i=1,2,...,6).
(a) Vegytlik észre, hogy a Bj, Bo, ..., B események teljes eseményrendszert alkotnak, amibél a teljes
valészinliség tételét hasznélva
6
P(A) =) P(A]B;)P(B)).
i=1
Tovabba minden i = 1,2,...,6 esetén
B(B)=+ & PA|B)=~—2"
1) — 6 €S 7 — 22 — .
Innen ;
1 .21
P(A)==) 27"'=— =~ 0.1641.
(4) 6 ; 28
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(b) Hasznéljuk a Bayes-tételt

P(A|Bs)P(Bg) w2 1
P(Bg|A) = ‘IP(/i) (Bs) _ Lt = o3~ 0-0159.
128

6. Adott egy vizsgakérdés, harom lehetséges valasszal. Egy hipotetikus hallgaté 0 < p < 1 valdszinliséggel
tudja a helyes valaszt, mig ha nem tudja, tippel (egyenlé eséllyel vilasztva a harom valasz koziil).
Feltéve, hogy helyesen valaszolt, mi a valésziniisége, hogy tudta is a valaszt a hallgatd?

Megoldas Legyenek az alabbi események
A = {a hallgaté helyesen valaszol} ,
illetve
By = {a hallgaté nem tudja a valaszt} és B; = {a hallgat6 tudja a vélaszt} .

Ekkor By és B teljes eseményrendszer alkotnak. A Bayes-tételt haszndlva

P(A)  P(A[Bo)P(Bo) + P(A| B)P(B) L. (1-p)+1p 2p+1

P(B1|A) =

7. Négy varost utak kotnek ossze a kovetkezSképp: A-t Osszekoti it B-vel illetve C-vel, hasonléan D-t
Osszekoti ut B-vel és C-vel, tovabba megy egy 1t B és C varosok kozott is. Egy adott téli napon az egyes
utszakaszokon egymastél fiiggetleniil 1/5 valdszintiséggel alakul ki hétorlasz. Mekkora a valdszintisége,
hogy az adott napon el lehet jutni A-bdl D-be?

Megoldas A feladat szovege szerint az Uthalézat az alabbi.

Legyenek az alabbi események
F; = {A-bdl B és C koziil pontosan ¢ darab varosba tudunk eljutni D érintése nélkiil} (1=0,1,2).
Ekkor trividlisan Fpy, Fy és Iy teljes eseményrendszert alkot. Tovabba legyenek
H; j = {i és j kozott hétorlasz van} .
Ekkor a fliggetlenséget hasznalva

P(Fg) :]P)(HA,B N HA,C’)
:P(HA,B)]P)<HA7C)

Mésfelsl
P(F}) :P(m N HacN HBﬁc> T P(m NHapN HB,C)
=P(Hap)P(Hac)P(Hp o) +P(Hac ) P(Hap)P(Hp )
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Végiil kihasznélva, hogy teljes eseményrendszert alkotnak

P(Fy) =1 — P(Fy) — P(F})

Legyen D az az esemény, hogy el tudunk jutni A-bél D-be. Ekkor a teljes valdsziniliség tételét hasznalva

B(D) = B(D | Fy)B(Fy) + B(D | Fy)B(F)) + B(D| Fy )B(F).

Tovabba
P(D|Fy) =0,
hiszen ekkor biztosan nem tudunk eljutni D-be.
4
P(D|F) =,

hiszen ekkor egyetlen lehetséges titon nem szabad hoétorlasznak kialakulnia.

24

11
P(D|Fy)=1—=.2 ="
(D] F) 5 5 25

hiszen ekkor a két lehetséges 1itbdl legalabb egynek jarhaténak kell lennie.
Azt kaptuk, hogy

B(D) =P(D | Fy)B(Fy) + B(D | F1)P(F)) + B(D | Fy)B(Fy)
4
5

1 8 24 112
2848
3125
~0.9114.

8. Egy érmét haromszor feldobunk. Jelentse A azt az eseményt, hogy legfeljebb egy fejet dobtunk és B
azt, hogy fejet és irast is dobtunk. Fiiggetlenek-e az A és B események?

Megoldas A fiiggetlenséghez ellenérizni kell, hogy P(A N B) = P(A)P(B) teljesiil-e. Az sszes elemi
esemény szdma |} = 23 = 8.

Legfeljebb egy fejet tigy dobhatunk, ha nem dobunk fejet egyszer sem (1 lehet8ség), illetve, ha pontosan
egy fejet dobunk (3 lehetéség). Vagyis |A| = 4. Innen

Egy fejet és egy iras tigy dobhatunk, hogy vagy két fejet és egy irast dobunk (3 lehetéség), vagy két
irést és egy fejet dobunk (3 lehetéség). Vagyis |B| = 6. Innen

Végiill AN B pontosan azt jelenti, hogy egy fejet és két irdst dobunk (3 lehetdség). Vagyis |A N B| = 3.
Innen

P(AN B) = g

Valoban teljestul, hogy

]P’(AﬂB):%:

igy az A és B események fluggetlenek.
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9. Mennyi annak a valdszintisége, hogy két, egyméstdl fiiggetleniil kitoltott lottoszelvény (6toslottd) koziil
legalabb az egyik pontosan négytalalatos?

Megoldas Legyenek az alabbi események
A = {az 1-es lottoszelvény négytaldlatos} és B = {a 2-es lottészelvény négytalalatos} .

Vegyiik észre, hogy mivel a két lottdszelvény egymastél fliggetleniil toltottiik ki, A és B fiiggetlenek
lesznek, vagyis P(A N B) = P(A)P(B). Mésfelél trividlisan P(A) = P(B).

Annak a valbszintiségét keresiik, hogy a kett6 koziil legaldbb az egyik négytaldlatos lesz. Ez nem més
mint P(A U B). A kordbbiakat hasznalva azt kapjuk, hogy

P(AU B) =P(A) + P(B) — P(AN B)
=P(A) + P(B) — P(A)P(B)
=2P(A) — P(A)%
Masfel6l -
pa) )

hiszen Gsszesen 90 szamot hiiznak. Ezek kozil pontosan 4-nek kell kikeriilni az 5 darab kozil, amit
tippeltiink. Masfel6l 1 darab kell a maradék 85 koziil, amit nem tippeltiink. Azt kaptuk, hogy

P(AUB)=2- @) - l(i) (815)]2 ~ 0.00001934.

(5) (5)

10. Legyenek az A, B és C események teljesen fiiggetlenek és legyen

Hatérozzuk meg az (AN B) U (AN C) esemény valdszinliségét!
Megoldas Hasznaljuk a teljes fiiggetlenséget.

P(ANB)U(ANC)) =P(ANB) +P(ANC) —P(ANB)N(ANC))
—P(ANB)+P(ANC)—P(ANBNC)
=P(A)P(B) + P(A)P(C) — P(A)P(B)P(C)
_r o1l
33 3 4 3 3 4
:éx0.1667



