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3. Gyakorlat
Valo6szintiségi valtozok, diszkrét valdszintliségi valtozok, nevezetes diszkrét eloszlasok

Valészintiiségi valtozok

Definicié (Valésziniiségi viltozd) Legyen (2, F,P) valdsziniiségi mezé. Ekkor az X : Q — R fligguényt
valdszindiségi valtozonak nevezzik, amennyiben minden x € R esetén {X < x} € F. (Vagyis egy valdsziniiségi
vdltozé minden elemi eseményhez egqy valds szamot rendel.)

Diszkrét valdszintiiségi valtozok

Definicié (Diszkrét valészintliségi valtozd) Az X wvaldszindségi vdltozé diszkrét, amennyiben az érték-
készlete megszamldlhaté (véges vagy megszdmldalhatéan végtelen).

Definicié (Salyfiiggvény) Az X valdszindségi vdltozo sulyfiggvénye p : Ran(X) — [0, 1]

p(z) =P(X = x).

Nevezetes diszkrét eloszlasok

e Bernoulli: X ~ Ber(p) (0<p<1)
Egy kisérletet végziink, ami p valdsziniiséggel sikeres. Ekkor X az 1-es értéket veszi fel, ha a kisérlet
sikeres, egyébként nullat.

p(0)=1—-p é p(1)=np.

o Binomidlis: X ~ Bin(n,p) (neNT,0<p<1)
Végezziink n darab kisérletet, amik egymastol fiiggetleniil azonos p valoszintiséggel sikeresek. Ekkor X
a sikeres kisérletek szama.

o Geometriai: X ~ Geo(p) (0<p<1)
Egy kisérletet, ami p valdszinliséggel sikeres addig ismétliink egymastdl fliggetleniil, amig sikeres nem
lesz. Ekkor X a sziikséges probalkozasok szama.

pk)=(1—-p*'p,  1<k<oo.

o Poisson: X ~ Poi(\) (A >0)
Amennyiben n elég nagy és p elég kicsi, akkor Bin(n,p) jol kozelitheté Poi(np) eloszlassal.

A

p(k) =e
Tétel Legyen X ~ Bin(n,py). Amennyiben limy, oo n - p, = A > 0, akkor minden k € N esetén
nlgngo P(X =k) =P(Y =k),

ahol' Y ~ Poi(\).
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Feladatok

1. Dobjunk fel egy szabalyos érmét egymastol fiiggetleniil kétszer. Legyen X a fejek szama.
(a) Irjuk fel az eseményteret és X-et, mint X : Q — R fiiggvényt.
(b) Milyen eloszlast kovet X7

Megoldas
(a) Egy jo felirdsa az eseménytérnek
Q={FFIF FIII}.
Ekkor az X valdszinliségi valtozo, mint X : 2 — R fliggvény.
X(FF)=2, X({IF)=1, X(FI)=1, X((I)=0.

(b) Mivel egy % valészintiséggel sikeres (fejet dobunk) kisérletet egyméastol fiiggetleniil 2-szer ismét-
link meg, igy amennyiben X a sikeres kisérletek szama, akkor

‘Xme<Zl>.
2

2. Dobjunk két 10 oldali dobdkockéval, jelolje az eredményeiket X és Y . Mennyi P(X <Y)?
Megoldas Vegyiik észre, hogy kizar6 eseményekre bontassal
PX<Y)=PX<Y)+P(X=Y). (1)
Tovabba mivel X és Y szerepe teljesen szimmetrikus
P(X <Y)=PY < X). (2)
Mésfeldl az eseményteret diszjunkt eseményekre bontva és kihasznalva a (2)-es azonossdgot

1=P(X <Y)+PY < X)+P(X =Y)
—2P(X <Y)+P(X =Y).

Tovabba kénnyen szamolhatd, hogy

10 1

P(X =Y) = P(mindkét kockan ugyanaz a szdm szerepel) = 10.10 — 10’

amit visszahelyettesitve a (3)-as egyenletbe

9

PX<Y)=—.

A fenti két eredményt behelyettesitve az (1)-es egyenletbe, azt kapjuk, hogy
11

IP(X<Y):%.

3. Egy boltban izzékat arulnak. Az izzdk 1%-a hibas. Ha vesziink 100 darabot, akkor
(a) mekkora eséllyel lesz legfeljebb harom hibés?

(b) hény lesz koziliik rossz a legnagyobb val6szintiséggel?

Megoldas
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(a) Vegytik észre, hogy 100 darab kisérletet végziink (megnézziik, hogy az adott izz6 hibds vagy nem)
egymadstol figgetleniil. Egy kisérlet akkor "sikeres", ha az adott izz6 hibas, ami 0.01 valésziniiséggel
kovetkezik be. Amennyiben X-el jeloljiik a hibas izzok szdmat, akkor ez alapjan

X ~ Bin (100,0.01).

A Kkeresett valdszinliség ekkor

NE

P(X <3)= > P(X =k)
k=0
2. (100
=> ( )0.01’“0.99100—’f
k=0 k
~ 0.9816

(b) Azt kell megkeresni, hogy P(X = k) milyen 0 < k < 100 esetén lesz maximalis.
Keressiik meg, hogy milyen k esetén csokken a valészinliség, ha eggyel noveljik k értékét.

P(X =k+1) <P(X =k)

1003 01k+10.gg100-(k+1) - (1003 51k gg100-k
k+1 k

100! N B 100! _
0.015110.99100—(k+1)  ___ ~" ( 01k(.99100—k
(k+1)!1(100 — (k + 1))! k!(100 — k)!
(100 — k)0.01 < 0.99(k + 1)

0<k.

Vagyis minden 1 < k esetén csokkeni fog a valdsziniiség, ha néveljik k-t. A maximumot tehat
k=0 vagy k = 1 esetén veszi fel. Tovabba lathatd, hogy

1 1
P(X =0) = < 80> 0.01°0.991%° < ( (1)0> 0.01'0.99" = P(X = 1),

0.99100 0.9999
igy az izzdék kozott 1 darab lesz rossz a legnagyobb valdszintiséggel.
4. Héanyszor dobjunk egy kockaval, hogyha azt akarjuk, hogy 0.5-nél ne legyen kisebb annak a valészinii-
sége, hogy a 6-os dobasok szama legalabb ketto?

Megoldas Vegyiik észre, hogy mivel egy kockaval % valészintiséggel dobunk 6-ost, igy amennyiben ezt
n-szer egymastol fiiggetleniil megismételjiik, akkor amennyiben X a hatos dobédsok szama:

1
X ~ Bi - .
()

A feladat azt kérdezi, hogy mi legyen n értéke, ha azt akarjuk, hogy

% <P2< X).
Ezt atrendezve a komplementer esemény segitségével, azt kapjuk, hogy
%gl—MX<2)
=1-P(X=0)-P(X=1)
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Itt érdemes behelyettesitgetni. Igy lathaté, hogy n = 9-re még nem teljesiil az egyenlStlenség, de
n = 10-re mar igen. Azt kaptuk, hogy 10-szer kell dobnunk.

5. Hét kozben (hétf6t6l péntekig) 0.25 valdszintiséggel késik a reggeli vonat.
(a) Mennyi a valésziniisége, hogy hét kozben legfeljebb két napon késik?

(b) Legyen j6 hét az, amelyen legfeljebb két napon késik. Mennyi a val6sziniisége, hogy 4 hétbol
legaldabb 3 hét j6 hét lesz?

Megoldas

(a) Mivel egy napon egyméstol fiiggetleniil 0.25 valoszintiséggel késik a vonat, igy amennyiben X
jeloli a hétfotél péntekig késé vonatok szamat, akkor

X ~ Bin (5,0.25).

Ekkor a keresett valésziniiség

k=0
2 (5
=> (k 0.25%0.75°7*
k=0
459
= 15 ~ 0.8965

(b) Az el6z6 részben kiszamoltuk, hogy mekkora a valészintisége, hogy egy hét j6 lesz, igy amennyiben
Y jeloli a j6 hetek szaméat 4 hétbdl, akkor

Y ~Bin(1505).
512

Innen a keresett valoszinliség

P(3>Y)=P(Y =3)+P(Y =4)

(4 <459>3 ( 53 )1 L (* <459>4 ( 53 )0
- \3/)\512/) \512 4)\512) \512
~ (0.9442.

6. Egy tarsasjatékban két kockaval dobok egyszerre. Egy olyan mezore keriiltem, ahonnan csak akkor

tudok tovabblépni, ha a dobott szamok kozott szerepel a hatos. Mekkora valdszintiséggel tudok két
probalkozason beliil tovabblépni?

Megoldas Annak a valdszintlisége, hogy szerepel hatos

5211
P(dobunk hatost) = 1 — P(nem dobunk hatost) =1 — &= 3
Addig préobalkozunk egymastdl fliggetlentil, amig a dobott szdmok kézott nem szerepel a hatos. Amennyi-
ben X jeloli a sziikséges probalkozasok szamat, akkor

11
X ~ Geo (36) .

A Kkeresett valdszinliség

P(X <2)=P(X = 1) + P(X = 2)

_ 1,
36 36 36
—ﬂz0.5177.

1296
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7. Taldlomra védlasztunk egymdastol fliiggetleniil két szamot a [0, 1] intervallumon. Ezt addig ismételjiik
egymdastol fiiggetleniil, amig az egyik szam t6bb mint kétszerese nem lesz a masiknak. Mennyi annak
a valészintisége, hogy ez legfeljebb 3 1épésben sikeriil.

Megoldas Mivel egy kisérletet (két szamot vélasztunk) egymdstol fuggetleniil ismétlink, az elsé sike-
rig, igy amennyiben X a sziikséges valasztasok szama, akkor

X ~ Geo(p),

ahol p annak a valészintisége, hogy egy 1épésben az egyik szam tobb mint kétszerese lesz a mésiknak.

Az, hogy két szamot vélasztunk egymdastol fiiggetleniil egyenletesen a [0, 1] intervallumrél modellezhetd
pontosan ugy, hogy egy pontot vilasztunk a sikon egyenletesen az Q = [0, 1] x [0, 1] négyzetrdl.

A kisérlet akkor lesz sikeres, ha a pont az aldbbi részhalmazédba esik 2-nak

A= {(z,y) € Q: x> 2y vagy y > 2z}
= U{(z,y) € Q: y>2zx}.

Abrazolva

Ekkor p nem lesz més, mint A teriiletének és ) teriiletének a hanyadosa, mivel igynevezett geometria
valészintiségi mez6vel dolgozunk (ennek nincs koéze, ahhoz, hogy X geometriai eloszlast kovet). Vagyis

_ teriilet(A) é 1
p= teriillet(2) 1 2
Azt kaptuk, hogy
1
X ~ - .
Geo (2>

A Kkeresett valdsziniliség ekkor

P(X <3)= P(X =1) +P(X = 2) + P(X = 3)

8. Egy szabalyos pénzérmét addig dobunk fel tjra és tjra, amig meg nem kapjuk a maéasodik fejet is.
Mennyi annak a valészinlisége, hogy az els6 fej utan a masodik fejig ugyanannyi dobasra van sziikség,
mint amennyi az els6ig kellett?

Megoldas Legyen X az elsé fejig és Y az elso fej utdn a masodik fejig sziikséges préobalkozasok szama.

Ekkor tudjuk, hogy
1 1
X ~ Geo (2> és Y ~ Geo (2) )

P(X =Y).

A keresett valdszinliség ekkor
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Bontsuk fel kizaré eseményekre
PX=Y)=) PX=Y=k =) PUX=k}n{Y =k}).
k=1 k=1

Vegyiik észre, hogy az {X =k} és {Y =k} események fiiggetlenek, hiszen az, hogy k dobéas kell a
masodik fejhez az els6 fej utan fiiggetlen attél, hogy az els6 fej a k-adik dobasra sikeriilt.

Hasznéalva a fiiggetlenséget és kihasznalva, hogy X és Y geometriai eloszlasu % paraméterrel

P(X=Y)= ip({y =k} N{X = k})
k=1
= i P(X = k)P(Y = k)
k=1
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9. Lovas gatversenyen a 16 az akadalyok mindegyikét egymastél fiiggetleniil, azonos valészintiséggel veri
le. A pélyan szdamtalan akadély akad. Ha 5% annak a val6szintisége, hogy a lovas hibatlanul teljesit
egy kort, mennyi az esélye, hogy legfeljebb harom akadalyt ver le?

Megoldas Legyen X a levert akadalyok szama. Mivel a palyan nagyon sok akadély van, amelyeket
egyenként egymastol fliggetleniil azonos kis valdszintiséggel ver le a lovas, igy X jol kozelitheté Poisson
eloszlassal

X ~ Poi(A), ahol A > 0.

1

50> illetve

Mivel a feladat szerint annak a valészinlisége, hogy egy kort hibatlanul teljesit a lovas 5% =
ez az esemény pontosan X = 0 azt kapjuk, hogy

1

—=P(X =0

50 ( )
_ N
n 0!

Mindkét oldal logaritmusat véve azt kapjuk, hogy
A = 1n(20).

Innen a keresett valdszintiség

1 S- In(20)
B 27)Z k!

k=0
~ 0.6472.
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10. Atlagosan hany mazsoldnak kell egy siitiben lennie, ha azt kivanjuk elérni, hogy egy véletlenszeriien

11.

valasztott siitiben legaldbb 99% eséllyel legyen (legaldbb egy szem) mazsola?
Megoldas Legyen X a siitiben taldlhaté mazsolak szdma. Mivel feltehet6, hogy sok mazsola taldlhato
és egy mazsola egymastol fliggetleniil kis valdoszinliséggel keriil egy siitibe, igy

X ~ Poi(N).
Ekkor a feladat X atlagos értékét kérdezi (varhaté érték - kovetkezd gyakorlaton részletesebben), ami
egy Poisson eloszlas esetén .

A feltétel szerint

99
— <P(X >1)
100
=1-P(X <1)
=1-P(X =0)
=1—c
Ekkor atrendezve 1
e < —.
100

Ekkor kihaszndlva, hogy = +— In(z) monoton figgvény, azt kapjuk, hogy

~A < —1In(100)
In(100) < A

Mivel In(100) ~ 4.6052, igy atlagosan legaldbb ennyi mazsolat kell tenni egy siitibe.

Egy futéversenyen a palyat sajnos kullanccsal fert6zott teriileten at vezették. Kiderilt, hogy a ver-
senyz6k koziil 300-an taldltak magukban pontosan egy kullancsot, 75-en pedig kettét. Ezek alapjan
becsiiljiik meg, hogy koriilbeliil hdnyan indultak a versenyen.

Megoldas Legyen N a versenyzok szama. Tovabba legyen X az egy versenyzoben taldlhaté kullancsok
szama. Mivel feltehetd, hogy a palya mentén szamtalan kullancs taldlhaté és ezek egyméstdl fiiggetleniil
azonos kis valészintiiséggel csipnek bele a versenyzobe, ezért X jol kozelitheté Poisson eloszléssal;

X ~ Poi(A), ahol A > 0.

Tudjuk tovabba tudjuk azon versenyzok aranyat akikbe pontosan egy, illetve ketté kullancs csipett
bele. Ezeknek az ardnya az Osszes futéhoz viszonyitva jé empirikus becslése annak a valdszinliségnek,
hogy egy futéba pontosan egy, illetve két kullancs taldlhaté a verseny végén. Igy az aldbbi egyenleteket
kapjuk

300
PX=1)=—
(X=1)="¢C
75
P(X =2)=—
(X =2)=
Kihasznélva, hogy X Poisson eloszlasa
300
-2
A=
¢ N
e_>\ . )\72 — E
2 N
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12.

A maésodik egyenletet leosztva az elsével, azt kapjuk, hogy

AT
2 300’
amib6l
1
A= —.
2

Végiil az elsé egyenletbdl kifejezve N-et
N =2-/e-300 ~ 998.2.
Azt kaptuk, hogy kériilbeliil 998 futd indult a versenyen.
Egy 400 oldalas konyvben 200 db sajtéhiba talalhaté. Mennyi a valdszinlisége, hogy a 13. oldalon

egynél tobb hiba lesz?

Megoldas Legyen X a 13. oldalon talalhaté hibak szama. Ekkor mivel minden Osszesen 200 hiba
taladlhat6 a konyvben és feltehetd, hogy mindegyik hiba egymastdl fiiggetleniil azonos valésziniiséggel
(ﬁ) esik egy oldalra, igy

1
X ~ Bin (200, — ).
”1( ’400)

Ekkor a keresett valdszintiség
PX>1)=1-P(X <1)
=1-P(X=0)-P(X=1)
200 200
1 () ()™ L
400 400 400
~ 0.0900.

Egy mésik j6 megoldas, ha X-et Poisson eloszlassal kozelitjiik, hiszen sok hiba van és azok egymaéstol
fuggetleniil kis valdszintiséggel keriilnek egy oldalra. Ekkor

X ~ Poi(N),
ahol ] ]
A=200- — = —.
00 400 2

Mivel ebben az esetben egy Bin(n.p) jol kozelitheté Poi(n - p) eloszlassal. Tudjuk azt is, hogy egy
Poisson eloszlasi valészinliségi valtozd varhatoé értéke a paramétere, és egy oldalra varhatéan % hiba
esik. Ekkor a valdszinliség, amit keresiink

P(X>1)=1-P(X <1)
—1-P(X=0)-P(X=1)
11 1
=1—c¢ 2—56 2
- 1 1
_ﬁ_fe
~ 0.0902.

Léathatod, hogy a két modell hasonl eredményre vezetett (harom tizedesjegyig megegyeznek a szadmok).



