Matematika A4 - Valdsziniiségszamitas 2025. oktéber 1.

4. Gyakorlat
Varhato6 érték, variancia, egytittes diszkrét eloszlasok, valésziniiségi valtozdk fiiggetlensége

Diszkrét valészintiségi valtozok varhato értéke és varianciaja

Definicié (Varhaté érték (diszkrét esetben)) Legyen X diszkrét valdsziniiségi vdltozo. Ekkor az X var-
hato értéke

amennyiben a sor abszolit konvergens.

Allitas Legyen X diszkrét valdszintiségi vdltozd. Ekkor minden g : R — R (mérhetd) figgvényre
E(g(X) = > glx) P(X=u),
z€Ran(X)
amennyiben a sor abszolut konvergens.
Definicié (Variancia és széras (diszkrét esetben)) Legyen X diszkrét valdsziniiségi vdltozé. Ekkor az
X wvariancidja
D?(X) = E((X - E(X))Q) = E(X2) ~E(X)?
amennyiben véges. Ekkor az X szérdsa D(X) = /D?(X).

Nevezetes diszkrét eloszlasok varhatd értéke és szoérasa:
X ~ | Ber(p) | Bin(n,p) | Geo(p) | Poi(A)
E(X) p np 1/p A
D*(X) | p(1 =p) | np(L—p) | (L=p)/p* | A
Allitas Igazak minden X,Y valdszindségi vdltozéra és a,b, ¢ valds szdmokra igazak az aldbbiak

E(aX +bY +¢)=a -E(X)+b-E(Y)+c,

vagyis a varhato érték linedris. Tovabbd

D*(aX +¢)=a®>-D*X) é DX +c)=lal -DX)

Egyiittes diszkrét eloszlasok

Definicié (Egyiittes sulyfiiggvény) Legyenek X és Y wvaldsziniiségi vdltozok ugyanazon a valdsziniségi
mezon. Ekkor az egyiittes sulyfigguényiik

pX7Y($,y) = P(X =, Y = y)
Ekkor a X ésY sulyfiiggvénye megkaphato az alabbi alakban

px(z)= > pxy(z,y) é  py(w)= Y, pxy(@y).
yERan(Y) € Ran(X)

Definicié (Valésziniliségi valtozok fiiggetlensége) Legyenek X és 'Y waldszindiségi vdltozdk ugyanazon
a valdsziniségi mezdén. Ekkor X és'Y figgetlen, ha minden (Borel) A,B C R halmazra az {X € A} és
{Y € B} események figgetlenek. Vagyis

P(XecA YeB)=P(XecA) -PY e€B).
Allitas Amennyiben az X és'Y wvaldszintiségi vdltozdk figgetlenek, akkor
E(XY)=E(X)- -E(Y),
amennyiben a vdrhato értékek léteznek.

Allitas Az X ésY diszkrét valészindségi vdltozék pontosan akkor fiiggetlenek, ha minden x € Ran(X),y €
Ran(Y') esetén
pxy(z,y) = px(z) py(y).
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Feladatok

1. Egy csaladban addig sziiletik gyerek, amig az fiit nem lesz vagy a gyerekek szama el nem éri a harmat.
Tegyiik fel, hogy egy gyerek azonos valdszintiséggel lesz fit vagy lany. Mennyi a gyerekek varhaté szama
és szérasa egy ilyen csaladban?

Megoldas Legyen X a csaladban sziiletett gyerekek szama. Ekkor
Ran(X) ={1,2,3}.

Tovabba az X sulyfiiggvénye

1
px (1) = P(az els6 gyerek fit) = 2
y . [ e 11 1
px(2) = P(az els6 gyerek lany, a mésodik fia) = 3 3=
, [ PO 11 1
px (3) = P(az els6 gyerek lany, a méasodik is lany) = 531

Ekkor X varhato értéke

E(X)=1-px(1)+2 px(2) +3-px(3)

1 1 1

=1.--4+492.= -
5 T 4+34

_T

4

= 1.75.

Vagyis egy ilyen csaladban atlagosan 1.75 gyerek sziiletik.

A variancidhoz sziikség van a masodik momentumra

E(X2> =1%-px (1) +2° - px(2) +3* - px(3)

1 1 1
—1.-44.= .z
2+ 4+9 4
15
=
Ekkor a variancia

15 49 11
DIX)=FE(X?) -E(X)? =" - = = .
(X) ( ) (X) 4 16 16

A szo6ras innen
11
D(X) = 4/D2(X) = — ~ (0.8292.
()= o2(x) =

Vagyis egy ilyen csalddban a gyerekek szama atlagosan 0.8292-vel tér el az atlagos gyerekszamtol,
vagyis 1.75-t0l.

2. Két kockaval dobva hatarozzuk meg meg a dobott szamok maximumanak varhatd értékét és szérasat.

Megoldas Legyen X a dobott szdmok maximuma. Ekkor
Ran(X) ={1,2,3,4,5,6} .
Ekkor az X sulyfiiggvénye k =1,2,...,6 esetén

_L42(k—1)

px (k) 36 ,

hiszen 6sszesen 36 elemi eseményiink van és k& pontosan tgy lehet a maximum, ha mindkét kockén k
szerepel, vagy az egyik kockan k a masikon pedig egy néla kisebb szdm szerepel. Az utébbi azonban
kétféleképpen (kiilonboztessitk meg a kockédkat!) lehetséges (melyik kockén szerepel a kisebb).
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Ekkor az X varhato6 értéke

6
1+2(k—1) 161
E(X) = = 4.4722.
(X) kz: & 36 36 7
=1
A mésodik momentum
6
1+2(k—-1) 791
E(X?)=) k> — 7 — " ~91.9722.
(¥*) =X 3 35 =219

Innen a variancia

791 161\2 2555
2 o 2\ 2 _ o _ ~
D*(X) = ]E(X ) E(X)* = 6 <36 > = 1506 1.9715,

a széras pedig

2
D(X) = /D2(X) = ¥ 3255 ~ 1.4041.

3. Legyen X ~ Geo (%) Hatarozzuk meg a kévetkezd mennyiségeket!
(a) E((X +2)°)
(b) D?(3X +4)

Megoldas Tudjuk, hogy amennyiben X ~ Geo(p), akkor

E(X)=1 & DX)= P

Mivel most p = %, igy

(a) Hasznaljuk a varhaté érték linearitdsét

E((X +2)?) =E(X? +4X +4)
= E(X?) +4-E(X) +4.

A vérhat6 érték ismert, de még sziikkség van a masodik momentumra, azonban a varinaciat is-
merjiik, igy

D(X) = E(X?) - E(X)’
6= E(XZ) ~ 32,
amibdl
E(X?) =15.
Ezt visszahelyettesitve
E((X+2)?) =15+4-3+4 =31
(b) Hasznéljuk a varianciara vonatkozé azonossagot

D?(3X +4) =3%-D*(X)=9-6 = 54.

4. Az egyetemen nagyon sok telefonkésziilék van, amelyek egymdéstdl fiiggetleniil romlanak el azonos,
egyenként kis valészintiséggel. Az év 360 napjabdl atlagosan 12 olyan nap van, hogy egyetlen késziilék
sem romlik el. Varhatéan hany telefon romlik el egy nap? Varhatéan hény olyan nap lesz egy (360
napos) évben, amikor 2 vagy 2-nél t6bb telefon romlik el?
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Megoldas Legyen X az egy nap elromlott telefonok szama. Ekkor mivel sok telefon talalhaté az
egyetemen és ezek egymdstol fliggetleniil azonos kis valésziniiséggel romlanak el

X ~ Poi(\).

Tovabba tudjuk, hogy 360 napbdl atlagosan 12 olyan van, amikor egyetlen késziilék sem romlik el. Ez
az empirikus megfigyelés j6 annak a valészinliségnek a becslésére, hogy egy nap egyetlen telefon sem

romlik el, vagyis
12
— =P(X=0)=e"
g0 [X =0 =c

Az egyenletet megoldva A = In(30). Tovabba tudjuk, hogy X ~ Poi()), igy
E(X) = A = In(30) ~ 3.4012,

igy atlagosan egy nap ennyi telefon fog elromlani.

Legyen Y azon napok szdma a 360 napbdl, amikor legaldbb 2 telefon elromlik. Ekkor mivel minden
nap egymastol fliggetleniil azonos p valészintiséggel romlik el legalabb 2 telefon

Y ~ Bin(360, p).
Ahol p értéke
p=P(X >2)
=1-P(X <1)
=1-P(X=0)-P(X=1)

—1—e" In(30) 111(30)67 In(30)
~ 0.8533.

Ekkor az ilyen napok szdmdanak a varhat6 értéke, mivel Y ~ Bin(n,p), ahol n = 360 és p ~ 0.8533

E(Y)=n-p=~360-0.8533 ~ 307.1865.

5. Egy erdei séta utan a rajtunk talalhaté kullancsok szdma Poisson eloszlast, 0.01 varhato értékkel.
Mennyi a valészintisége, hogy 5 erdei séta sordn Osszesen egy kullancsot taldlunk magunkon?

Megoldas Legyen X, a j-edik séta sordn oOsszeszedett kullancsok szama. Ekkor a feladat szévege
szerint

1
j~Poi (o) d=123.45

Tovabba vegylik észre, hogy ezek a valdsziniliségi valtozdk fiiggetlenek.

A Kkeresett valdszintliség ekkor
PX;+Xo+ X3+ X4+ X5=1).

Hasznaljuk ki, hogy fiiggetlen Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozok 6sszege Poisson marad, aminek
a paramétere az Osszeg tagjai paramétereinek az Osszege. (Amennyiben ez nem volt eldadéson, akkor
ez a feladat maradjon meg az érdekesség kedvéért.) Vagyis

5
X1+X2+X3+X4+X5NP01<100>,

igy
1
P(X;+ Xo+ X3+ X4+ X5 =1) = %e—% ~ 0.0476.
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6. Fiiggetlen kisérleteket végziink, melyek kiilon-kiilén mind p valészintiséggel sikeriilnek. Addig ismétel-
getjiik a kisérletet, amig 3 sikeres nem lesz. Jelolje X az ehhez sziikséges sikertelen kisérletek szamat.

Hatérozzuk meg az E(m) értéket (p fiiggvényében).
Megoldas Legyen X az harmadik sikeres kisérletig sziilséges kisérletek szamét. Ekkor

Ran(X) =1{0,1,2,...}.

Tovabbé az X sulyfiiggvénye minden £ = 0,1,2,... esetén
k+2
px (k) = ( ) )(1 -7,

hiszen k + 2 kisérlet (a harmadik siker el6ttiek) koziil kell kivdlasztani, hogy melyik 2 lesz sikeres.
Ekkor amennyiben fixaltuk a pozicidkat, harom p valdszinliséggel sikeres a maradék k darab pedig
1 — p valészintliséggel sikertelen egymastél fliggetleniil. Ekkor a keresett varhaté érték

(o) =L Gy YW= ZMM-( ) )u—p)kps.

k=0

Ekkor tovabb kifejtve

- 1 k+3 > (k+2)(k + 1)k!
%MM( 3 > l;) k—|—1 ,14;+2). . k! (1_p)kp3
-5 ! (k+2)(k+1)k' P P .
_lg)(k—i_l)(k"’_m - k! ( k3 Z 5 ﬁ—?

Azt kaptuk, hogy

(oermr) =5

(X+1)(X+2)/) 2

7. Kétszer dobunk egy szabalyos dobdkockéval. Jelolje X a hatosok, Y pedig a paros eredmények szamat.
(a) Fiiggetlen-e X és Y7
(b) Mennyi E(XY') értéke?

Megoldas Abréazoljuk az egyiittes eloszlasuk tablazatat. Mivel Ran(X) = Ran(Y) = {0, 1,2}, ezért
az alabbi tablazatot kell kitolteni.

X
0]1]2
Y
0
1
2
Vegyiik észre, hogy minden esetben X <Y, mivel minden hatos dobéas paros dobasnak szamit, igy
P(X<Y)=0:
X
0]1]2
Y
00

—_
)
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1
PY=2X=2)=—
( ’ ) 36’
mivel az, hogy két hatos és két paros dobtunk pontosan azt jelenti, hogy 2 hatos dobtunk:
X
0]1] 2
Y
0 010
1 0
1
2 36
22 4
PY=2X=1)=— =—,
36 36
hiszen ekkor egy hatos és egy parost kell dobnunk, ami nem hatos (ezek kétféle sorrendben szerepel-
hetnek):
X
0112
Y
0 00
1 0
4 1
2 36 | 36
2.2 12
PY=2X=0=—=—
( ’ ) 6 36’
hiszen ekkor két parost kell dobnunk, amik nem hatosak:
X
0[1]2
Y
0 010
1 0
1 4 1
2 | i l3 3
-2
PY=1,X=1)=>2_08
36 36
hiszen ekkor egy hatos és egy paratlan szdmot kell dobnunk (kétféle sorrend lehet megint):
X
0[1]2
Y
0 010
6
1 10
2 41471
36 | 36 | 36
2-3-2 12
PlY=1,X=0) = = —
( ’ ) 36 36’

hiszen ekkor egy paros szamot, ami nem hatos és egy paratlan szamot kell dobnunk (kétféle sorrend
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lehet megint):

X
% 0[1]2
0 01]0
1217 6
1 l36] 0
2 41471
36 | 36 | 36
3-3 9
PY=0,X=0)=—=—
( ’ ) 6 36’
hiszen ekkor két paratlan szamot kell dobnunk:
X
v 0[1]2
9
0 % 2 0
1 il 0
2 417471
36 | 36 | 36
Azt kaptuk, hogy az egylittes eloszlas tablazata
X
v 012
9
0 % 2 0
2 41471
36 | 36 | 36

(a) Szamoljuk ki a margindlis eloszldsokat (Osszegezziik az oszlopokat és a sorokat). Ezek nem lesznek

maéasok, mint X sulyfiiggvénye és

X
0[1]2 :
v py ()
9
0 % (g 0
2 41471
36 | 36 | 36
25 T10 [ 1
px(°) 36 1 36 | 36 1
. Innen lathato, hogy nem fliggetlenek, mivel példaul
1 9
P(X =2,Y =0)= — —=P(X =2)-P(Y =0).
(X=2Y =0)=04 - o0 =B(X =2) - B(Y =0)
(b) Vegyiik észre, hogy Ran(XY) = {0,1,2,4}. Ekkor
X
0[1]2
Y
9
0 [[Z][0]0
1 121 6
%? 36 :
2 36133
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E(XY)=0-P(XY =0)+1-P(XY =1)+2- +4-P(XY =4)
25 6 1
=0-=—4+1.-—4+92. 4. —
026+ 36+ + 36
_u
- 36’

hiszen P(XY = k) azoknak a celldknak az Gsszege, ahol a megfelel$ oszlop és sor fejlécében sze-
repl6 szamok szorzata pontosan k.

8. Az X és Y valbszinliségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az alabbi tablazat.

X (a) Hatérozzuk meg p 6rtékét.
Y -1 01 (b) Mennyi P(X <0, Y =1)?
—1 p | 3p | 6p (c) Fiiggetlen-e X és Y?
L || 5p | 15p | 30p (d) Mennyi E(XY) értéke?

Megoldas
(a) Tudjuk, hogy a tabldzatban szerepld val6sziniiség 6sszege 1 kell legyen. Innen

1=p+3p+6p+5p+ 15p+ 30p

= 60p,
vagyis p = 60.
(b) A téblazat ekkor
X
—110 11
Y
-1 1 [3]6
60 | 36 | 60
1 o | 1530
60 | 60 | 60
. Amibdl pedig
) 15 1
PX<0,Y=1)=—+—=—-.
(X =0, ) 60 + 60 3
(c) A margindlis eloszlasokat kiszdmitva
X
v —110 |1 |py(")
-1 1 1316 10
60 | 36 | 60 60
1 o | 15130 20
60 | 60 | 60 60
6 18 1 36
px() | 6 l&leoll 1

A tablazatbdl lathatéd, hogy minden z = —1,0,1 és y = —1,1 esetén
PX=zY=y=PX=2z) PY =y),
igy fiiggetlenek.
(d) Hasznéljuk ki, hogy X és Y fiiggetlen, igy
E(XY)=E(X) -E(Y).
Maésfelol

6,18, 36
60 60 60
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illetve
10 50
EY)=(-1)-—+1-—
V) =(-1) g +1 &
_2
=3
Azt kaptuk, hogy
1 2 1
EXY)==--=<2
2 3 3

9. Egy dobozban 6 goly6 van, 2 fehér, 2 zdld és 2 piros. Egyesével addig htizunk visszatevés nélkil a

dobozbdl, amig piros golyét nem kapunk. Jelolje X a kihizott golyok szamat, Y pedig a kihtizott fehér
szinil golyok szamat. Adjuk meg az egyiittes eloszlasuk tablazatat. Fiiggetlen-e X és Y7

Megoldas Vegyiik észre, hogy Ran(X) = {1,2,3,4, 5}, hiszen egyet bizosan kell huznunk, de 5 hizés
utan biztosan lesz egy piros. Tovabba Ran(Y) = {0, 1,2}, hiszen ennyi fehéret hiizhatunk ki.

Az alabbi tablazatot kell kitélteni

X
Y

| = O

Vegyiik észre, hogy Y < X, hiszen annyiszor legalabb prébélkozni kellett, amennyi fehéret hiztunk.
Ekkor azt kapjuk, hogy
P(X <Y)=0.

Tovabba X —Y < 4, hiszen a maradék hizéds, ami nem fehér volt bizosan kisebb, mint 4 (hiszen ekkor
2 z6ld és 1 piros utan biztosan vége lesz a hizésoknak) . Ekkor azt kapjuk, hogy

P(Y < X —4) =0.

X
112 4
% 3 5
0 00
1 0 0
2 00
A tovabbiakban a szorzasi szabaly alkalmazzuk.
]P’(le,Y:O):%:%,
hiszen elsOre pirosat hizunk.
X 11213415
Y
1
! 0/0
1 0 0
00
2 2 2
P(X:Q,Y:O):g-gzﬁ,
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hiszen egy zbldet majd egy pirosat hizunk.

X
1{2(3/4]5
Y
1] 2
3|3 00
1 0 0
010
2 1 2 1
]P)X: Y: = — s — .« — = —
( 3, 0) 65 30°
hiszen két zoldet majd egy pirosat htizunk.
X
112131415
Y
1] 2 1
0 J3|35(35/9]0
1 0 0
2 010
2 2 2
PX=2Y=1)==---=—,
6 5 15
hiszen egy z6ldet majd egy pirosat hizunk.
X
112131415
Y
1] 2 1
0 l35]35]35/Y]0
1 0]+ 0
J
00
2.2 2 2 2 2 2
PX=3Y=1)==-—-—-4+—--—-— = —,
6 54 6 5 4 15
hiszen egy zoldet és egy feketét (kétféle sorrend), végil egy pirosat hizunk.
X
112131415
Y
1] 2 1
0_[5[5 500
1 Jo[2]2] o
2 00
1 1 1 1
PX_ay_pn_2.212,2212 2122 1
6 543 65 43 65 43 15

hiszen két zoldet és egy feketét (hdromféle sorrend), végiil egy pirosat hizunk.

X
» 112131415
1] 21
3li5 1301010
1 0|10
0]0
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2 2 2 1
PX=3Y=2)==-—-.-—-=—
( ’ ) 6 5 4 30
hiszen két zo6ldet végiil egy pirosat hizunk.
X
112131415
Y
11 2 1
N
0105
2212 2 212 21 2 2 1
PX=4Y=9)=2.2.2.2 2. 2. 2. 24,2, 2.2.2 —
( ’ )654365436543 15’

hiszen két zoldet és egy feketét (hdromféle sorrend) végiil egy pirosat hizunk.

X

v 112131415
112 |1
.
10ﬁ¥1—150
010|351z

Az utolsé értéket megkaphatjuk, hogy 1-bdl elvessziik a tobbi Osszegét.
14 1

PIX=5Y=2)=1——=—
( 5 ) 15 15
X
1123145
Y
1 2 1
e S
s ol B
A tablazat tehat a margindlis eloszldsokkal kiegészitve
X
» 1123145 py()
1 2 1 1
R e
R AR
2 070 5l lml s
1 4 1 2 1
px() 30505 5 ) 1

Innen kénnyen lathatd, hogy X és Y nem fiiggetlen, hiszen példaul

1) =0 +#

=P(X =

W —
W=

10. Az X és Y egyiittes eloszlasat az alabbi tabldzat adja meg, de két érték hianyzik. Tudjuk, hogy az

{X =2} és {Y = 0} események fiiggetlenek.
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(a) Hatdrozzuk meg a hidnyzé értékeket.
X 0 1 2 (b) Fuggetlen-e X és Y?
r 17101 1 (c) Szamitsuk ki az P(XY > 0] X < 2) valésziniiséget.
g 0 1;151 1/5 (d) izi:tlitsuk ki az E(4X +Y) és E(XY) varhaté érté-
Megoldas '

(a) Legyenek a hidnyzo6 értékek p és ¢q. Ekkor a marginalisokat is kiszamitva

X
Y 0 1 2 py(-)
1 1
T s e
2 ¢ 13l 5 |9+ 95
px() g+ s |p+2] 1

A feladat szovege szerint {X = 2} és {Y = 0} fiiggetlenek. Ez azt jelenti, hogy

P(X=2,Y =0)=P(X =2)-
b= (r+1).

Az egyenletet megoldva p értéke az alabbi lehet

1 3

ng vagy p:ﬁ'

Azonban vegyiik észre, hogy Y margindlis eloszldsét (sordsszegek) hasznédlva

3 9
p+-—+q+-—-=L1

10 20
Miésfeldl nyilvanvaléan 0 < g < 1 (mivel ¢ egy valdszintiség), amib
11
p= 1 q = 1
Innen adddik, hogy mivel 1% > %
1
b= 5
Amibél pedig
1111
=P T
A tablazat tehdt (a marginalis eloszlasokkal egyiitt)
X
0[1]2 '
v py(:)
1 1 1 1
O lgl5l5] 2
2 1] 17]1 1
201 4 |5 2
3 9 |2
px() 5 a5l 1
(b) X ésY nem fiiggetlenek, mert példaul
1 1 3
PX=0Y=0)=—#--—=PX=0

ol

2025. oktéber 1.
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c s 2

P(XY >0, X <2)
P(X < 2)

P(XY >0|X <2) =

Masfeldl vegyiik észre, hogy mivel a szorzat pontosan akkor pozitiv, ha X és Y is pozitiv

P(XY >0,X <2)=P(X>0,Y >0, X <2)=P(X =1,Y =2).

Innen
X
01112 .
Y pY()
1 1 1 1
0 lfgl5lsl o
5 L 11 1
20 4 5 2
3192
px() 55|35 |5/ 1
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(d) Hasznéljuk ki a varhat6 érték linearitasat
E(4X +Y)=4-E(X)+E(®).

Masfeldl

illetve

Ezekbol azt kapjuk, hogy
5
E(4X+Y):4~1+1:6.

Végiil vegyiik észre, hogy Ran(XY) = {0,2,4} Amibé6l
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